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INTRODUÇÃO 

Nesta 1^ parte, apresentamos os Vetores, que constituem uma importante ferramenta 
para o estudo da Geometria Analítica, da Física, do Cálculo etc. Você encontrará aqui respostas 
às perguntas: “O que é?”, “Como funciona?” e “Para que serve?”. O nosso ambiente será o con- 
junto dos pontos do espaço tridimensional, isto é, o conjunto dos pontos da Geometria Euclidia- 
na. Esse conjunto será indicado por E 3 , e muitas vezes citado simplesmente como o “espaço”. 
Você deve sempre imaginar, como modelo intuitivo de E 3 , o espaço físico que nos cerca. 

Os pontos de E 3 serão indicados por letras latinas maiusculas (A, B, P, Q etc.); as retas, 
por letras latinas minúsculas (r, s, t etc.) e os planos por letras gregas minúsculas (ir , a, (3 etc.). 

Se uma reta r contém os pontos P e Q, falaremos em “reta PQ”; o segmento geométrico 
de extremidades P e Q será indicado por PQ. Quando um plano contém os pontos P, Q e R (não 
colineares), falaremos em “plano PQR”. 

Serão pressupostos os resultados da Geometria Euclidiana, alguns dos quais serão utilizados 
livremente. 





Noção Intuitiva 

Existem grandezas, chamadas escalares, que são caracterizadas por um número (e a unidade 
correspondente): . 50 dm 2 de área, 4m de comprimento, 7 kg de massa. Outras, no entanto, re- 
querem mais do que isso. Por exemplo, para caracterizarmos uma força ou uma velocidade, preci- 
samos dar a direção, a intensidade (ou módulo) e o sentido : 



Uma força de 4 N Uma velocidade de 5 m/s 


Tais grandezas são chamadas vetoriais. Nos exemplos acima as flechas nos dão idéia exata das 
grandezas mencionadas. No entanto, vamos adotar o seguinte ponto de vista: duas flechas de 
mesmo comprimento, mesma direção, (isto é, paralelas) e mesmo sentido (veja a figura adiante) 
definem a mesma grandeza vetorial. Tais flechas são ditas equipolentes. 


3 
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^ \ Um caso da prática que corresponde a esse ponto de vista é o de um sólido 

em translação. Nesse caso, a grandeza velocidade de cada ponto, em cada 

y instante, é a mesma. Então, qual das flechas (equipolentes) que dão a ve- 
locidade dos pontos do sólido seria escolhida como sendo a velocidade 
do sólido num certo instante? Como nenhuma tem preferência, que tal 


escolher todas, ou melhor, o conjunto de todas elas para ser chamado velocidade do sólido? 
Aqui está o germe da noção de vetor. Nesse caso, tal conjunto seria o vetor velocidade do sólido, 


no instante considerado. 


Formalização do conceito de vetor 

Primeiramente, a definição de flecha. Flecha é, intuitivamente, um segmento no qual se 
fixou uma orientação. E fixar uma orientação é escolher um sentido. No caso da figura, o segmen- 
to orientado representado tem orientação de A para B. Na verdade não 
precisamos da flecha toda para os nossos objetivos. Bastam os pontos A e 
B, e a ordem: primeiro A e depois B. Eis a definição: 

Definição 1 

Um segmento orientado é um par ordenado (A, B) de pontos do espaço. A é dito 
origem, B extremidade do segmento orientado. Os segmentos orientados da forma (A, A) são ditos 
nulos. Observe que se A ^ B, (A, B) é diferente de (B, A). 

Definição 2 

• Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) têm o mesmo comprimento se 
os segmentos geométricos AB e CD têm o mesmo comprimento. 

• Suponha (A, B) e (C, D) não nulos. Então dizemos que (A, B) e (C, D) têm mesma dire- 
ção se AB // CD (,) . Nesse caso dizemos que (A, B) e (C, D) são paralelos. 

• Suponha que (A, B) e (C, D) têm mesma direção. 

a) Se as retas AB e CD são distintas, dizemos que (A, B) e (C, D) têm mesmo sentido 
caso os segmentos AC e BD tenham interseção razia. Caso AB D CD =£ <p , dizemos que 
(A. B) e (C. D) têm sentido contrário. 


B B 



C D 


mesmo sentido sentido contrário 



(*) AB // CD inclui o caso em que as retas suportes coincidem. 
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b) Se as retas AB e CD coincidem, tome (A', B') tal que A' não pertença à reta AB e 
(A', B') tenha mesma direção, e mesmo sentido que (A, B) (como em a)). Então dizemos que 
(A, B) e (C, D) têm mesmo sentido se (A 1 , B') e (C, D) têm mesmo sentido. Se não, dize- 
mos que (A, B) e (C, D) têm sentido contrário. 



mesmo sentido 


sentido contrário 


Verifique que (A, B) e (B, A) têm mesmo comprimento, mesma direção e sentido contrário, 
sendo A ¥= B. 

Definição 3 

Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) são equipolentes, e indica-se (A, B) ~ (C, D), 
se um dos casos seguintes ocorrer: 

a) ambos são nulos; 

b) nenhum é nulo, e têm mesmo comprimento, mesma direção e mesmo sentido. 

Decorre da definição que “equipolente a um segmento nulo, só outro segmento nulo”. 

Proposição 1 : A relação de equipolência goza das seguintes propriedades: 

a) (A, B) ~ (A, B) (reflexiva) 

b) (A, B) ~ (C, D) => (C, D) ~ (A, B) (simétrica) 

c) (A, B) ~ (C, D) e (C, D) ~ (E, F) => (A, B) ~ (E, F) (transitiva) (,) 

Omitimos a demonstração. No entanto, será bom que você se convença da validade das 
asserções. 

Considere agora um segmento orientado (A, B) fixado. Chama-se classe de equipolência de (A, B) 
ao conjunto de todos os segmentos orientados que são equipolentes a (A, B) (e portanto equipo- 
lentes entre si, pela propriedade transitiva). O próprio (A, B) é um deles, pela propriedade reflexi- 
va. (A, B) se diz um representante da classe. Note que se (C, D) pertence à classe de equipolência 
de (A, B) então (A, B) pertence à classe de equipolência de (C, D) (devido à propriedade simétrica) (*) 


(*) Uma relação que goza das propriedades a), b) e c) se chama relação de equivalência. 
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e na verdade essas duas classes coincidem, pois quem for equipolente a (C, D) o será a (A, B) e 
vice-versa (propriedade transitiva). Em outras palavras, qualquer segmento orientado pertencente 
a uma classe de equipolência pode ser considerado seu representante, e cada segmento orientado 
é representante de uma única classe de equipolência. 


Definição 4 


• Um vetor é uma classe de equipolência de segmentos orientados de E 3 . Se (A, B) é 
um segmento orientado, o vetor correspondente (ou seja, o vetor cujo representante é (A, B)) 

será indicado por AB. Usam-se também letras latinas minúsculas encimadas por uma seta 

— ► — ► — ► 

(a, b , x etc.), não se fazendo desse modo referência ao representante. E claro que para citarmos 
um vetor basta citar (ou desenhar) um qualquer de seus representantes, e pronto: o vetor estará 
bem determinado. O conjunto de todos os vetores será indicado por V 3 . 

• Chamaremos vetor nulo ao vetor cujo representante é um segmento orientado nulo. Já 
comentamos que equipolente a um segmento nulo, só outro segmento nulo; segue-se que todos 
os representantes do vetor nulo são segmentos com origem e extremidade coincidentes. Indica-se 
o vetor nulo por 0 . 

-h — ► — ► — ► 

• Os vetores x e y não-nulos são paralelos (indica-se x // y ) se um representante 

— ► — ► — ► — > — ► — ► 

de x é paralelo a um representante de y (e portanto a todos). Se x // y , x e y têm 

— ► — ► 

mesmo sentido (resp. sentido contrário) se um representante de x e um representante de y 
têm mesmo sentido (resp. sentido contrário). Consideraremos o vetor nulo paralelo a qualquer 
vetor. 


• Chamaremos norma (ou módulo, ou comprimento) de um vetor ao comprimento de qual- 
quer um de seus representantes; indica-se a norma de x por il x II. Se II x II = 1, dizemos 
— ► 

que o vetor x é unitário. 


Observação 


De um modo geral, conceitos geométricos como paralelismo, perpendicularismo, compri- 
mento, ângulos etc., envolvendo vetores, são definidos “pondo-se a culpa nos representantes”, 
como foi feito acima. Veja por exemplo a Definição 2 do Capítulo 6. 


• O vetor BA é chamado vetor oposto do vetor AB. AB e BA só diferem no sen- 
tido (se A ¥= B), já que seus representantes (A, B) e (B, A) têm mesma direção, mesmo 

comprimento e sentido contrário. O vetor oposto do vetor AB é indicado também por -AB ; 

— ► — > 

o vetor oposto de um vetor x é indicado por -x . 


Um fato que estaremos usando sempre é que você poderá intuir facilmente é o seguinte: dados 

— ► — > 

um ponto A e um vetor v, existe um único segmento orientado representante de v com 

origem A (tente provar isso). 

Finalizamos este parágrafo com uma recomendação: nunca use o termo “vetores equipolentes”, 
já que a equipolência é uma relação entre segmentos orientados e não entre vetores. Se os segmen- 
tos orientados (A, B) e (C, D) são equipolentes, então os vetores AB e CD são iguais (isto é, 
os segmentos orientados (A, B) e (C, D) pertencem à mesma classe de equipolência). 




Vamos definir em V uma operação de adição, que a cada par de vetores u e v fará corres- 
ponder o vetor soma u + v. Para isso, procedemos do seguinte modo: consideramos um represen- 
tante qualquer (A, B) do vetor iT e o representante do vetor^ que tem origem B. Seja C a extremi- 
dade deste último. Fica assim determinado o segmento orientado (A, C). Por definição, o 

.. y — ► 

vetor AC, cujo representante é o segmento orientado (A, C), é o vetor soma de u com v. 



Observações 

— ► — ► 

1. A definição nos diz que para determinar o vetor soma u + v, basta “fechar o triângulo”, 

tomando o cuidado de escolher a origem do segundo coincidindo com a extremidade do 

primeiro (representante). Pode-se também adotar a “regra do paralelogramo”, que consiste 

— ► — ► 

em tomar representantes de u e v com a mesma origem A ((A, B) e (A, C) na figura 

7 
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♦ 

„ -u 

Esta propriedade nos permite definir subtração de vetores: u - v é por definição a 
soma do vetor u com o vetor oposto do vetor v. 

u - v = u + (-v), V u, v G V 3 


Observação 

Escolhidos os representantes (A, B) e (A, C) de u e v, e construído o paralelogramo 
— ¥ — ► 

ABCD (figura) o vetor u - v terá como representante o segmento orientado (C, B), pois 
CD = u, DB = -v, e CD + DB =CB. Assim, as diagonais do paralelogramo representam a 
soma e a diferença entre u e v. 



Exercício resolvido 

Prove as “leis do cancelamento” da adição: 


~u+v=u+w =>v = w 

-*■-*■-*-*■ -*-r 

x + z = y + z => x = y 


Resolução 


Provaremos a primeira; a segunda se reduz à primeira devido à propriedade comutativa A2. 

— y — y — ► — ► — y 

Somando aos dois membros da igualdade u+v=u+w o vetor oposto do vetor u, 
obtemos: 


(-u) + (u + v) = (-u) + (u + w ); 


pela associativa (Al) temos 


(-u + u) + v =(-u+u) + w; 


pela propriedade A4 resulta 


0 + v = 0 + w 
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ou, pela comutativa, 

-► -► -> -+ 
v + 0 = w + 0 ; 

e, finalmente, pela propriedade A3, 

-y -> 

V = w . 


exercícios propostos 

1. Prove que 


u + v = w 


w - v 


2. Dados representantes dos vetores u e v conforme a figura, ache um representante de x tal 
que 

-* 

u + V + X = 0 

-P 



V 


3. Justifique a seguinte regra. Para calcular x = u + v + w, tome um representante (A, B) 
— ► — ► — ► — ► 
de u, um representante (B, C) de v, um representante (C, D) de w. Então x tem 

como representante (A, D). (Intuitivamente falando, “fecha-se o polígono”.) Raciocinando 

por indução finita, pode-se generalizar essa regra para n parcelas. 




CAPITULO 3 


MULTIPLICAÇÃO DE NÚMERO REAL POR VETOR 


Vamos definir uma operação “externa” em V 3 , que a cada número real a e a cada vetor v 
associa um vetor indicado por a v tal que: 

— ► “► — ► — ► 

• Se a = 0 ou v = 0 , então a v = 0 (por definição) 

— ► — ► — ► 

• Se a ^ Oev ^ 0, av é caracterizado por 


2 u 


I 


1/2 u 



a) a v // v 

— ► — ► 

b) a v e v têm mesmo sentido se a > 0 e sentido contrário se a < 0. 

c) II a v II = | a | II v II . 


Vejamos quais são as propriedades da multiplicação de número por vetor; aqui, como nas 
propriedades da adição, omitiremos as demonstrações (isso não o isenta da obrigação de entender 
e intuir as propriedades; faça figuras!). 

Ml) a (u + v) =au + av, Va GR, Vu,v£ V 3 

(observe a semelhança dos triângulos da figura seguinte). 
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M2) (a+/3)v = av+/3v, VaJGR, VvGV 3 
M3) l.v = v , VvGV 3 

M4) a (0v) = (a 0)7 = 0(a 7), Va, 0GR, V^GV 3 


Observações 

1 . As quatro propriedades da adição e as quatro propriedades da multiplicação de número por 
vetor conferem a V 3 o que se chama uma estrutura de “espaço vetorial**. O nome “espaço 
vetorial” se inspira, naturalmente, nos vetores, e pode ser entendido como “espaço cujo com- 
portamento algébrico é idêntico ao do espaço V 3 ”, ou seja, espaço onde valem as propriedades 
Al, A2, A3, A4, Ml, M2, M3, M4. Os espaços vetoriais são estudados na Álgebra Linear. 

2. É comum usar-se o termo escalar para designar número real, em contraposição a vetor. A opera- 
ção definida neste parágrafo é, pois, a multiplicação de vetor por escalar (não confunda com 
produto escalar, que será definido mais adiante). 

3. Como as pito propriedades Al, A2, A3, A4, Ml, M2, M3, M4 são válidas também para a adição 

e pára a multiplicação de números reais, o cálculo com vetores (pelo menos no que tange às 

duas operações definidas até agora) segue os mesmos princípios — as mesmas regras — que o 

^ — ► — ► 

cálculo algébrico elementar. Por exemplo, somando aos dois membros da igualdade a + b = c 
o vetor oposto do vetor a, e aplicando as propriedades Al , A4, A2, e A3, chegamos a 

b = c - a 

Logo, vale para os vetores a conhecida regra “pode-se transpor um termo de um membro para 
outro de uma igualdade, desde que se lhe troque o sinal”. 


— ► - v 1 -> 

Se a G IR e v G V , com a 0, - — significa — v. 

a a 


4 . 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Prove as Regras de Sinais: 

V e V 3 

v vev 3 

V v6V 3 


1 

II 

1 

V 

a ER. 

— ► — ► 



b) ot (— v ) = - (a v), 

V 

a£R, 

c) (-a) (-7) = avT, 

V 

a S(R, 


Resolução 

a) Devemos provar que (-a) v é o vetor oposto do vetor a v ; para isso, pela definição de 
vetor oposto, é suficiente mostrar que a soma (-a) v + a v é o vetor nulo. Vejamos: 

M2 ->. -v def. 

(-a)v+av = (-a + a)v = Ov = 0 como queríamos. 

b) Devemos mostrar que a(-v) + a v = 0 para concluir que a(-v) é o oposto de a v. 
Mas: 

-* -v Ml ->■ -*■ ->• def. -> 

a (-v) + a v = a(-v + v) = a 0 = 0 

c) Usaremos as partes a)eb): 

— ► ã) — ► b) — ► — ► 

(-a)(-v) = - [a(-v>] =-[-(av)] = av 

(explique você mesmo a última passagem; lembre-se da definição de vetor oposto). 


2. Prove que se av =/3v esev^O, então a = |3. 


Resolução 


def. 


av=|3v => a v - 0 v = 0 

(*) 


a v + (- (J3 v )) = 0 


M2 


a v + (-0) v=0 => (a - /}) v = 0 


Como por hipótese v # o , temos (exercício 1 adiante) que a — 0 = 0 ou seja a = /3. 


(*) Exercício Resolvido la). 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

-4 -4 -4 -4 

1. Prove que av = 0 =>0 = 0 ou v = 0 . 

—4 —► — 4—4 

2. Prove que se a u = a v e se a ¥= 0, então u = v. 

— 4 — 4 

3. Prove que (-l)v= - V . 

—4 —4 —4 

4. Prove que 2 v = v + v . 

5. Se (A, B) é um representante de u #0, e (C, D) um representante de v ¥= 0, prove 
que: 

AB II CD <=> existe XGIR tal que u = Xv. 

(Este resultado é importantíssimo e será muito útil; trata-se de uma “tradução” algébrica 

— 4 — 4 > r 

muito simples, u =.Xv, de um fato geométrico muito importante, o paralelismo. E exa- 
tamente isto que se pretende na Geometria Analítica.) 

—4 —4 —4 —4 —4 

6. Resolva a equação na incógnita x : 2x - 3u = 10(x + v) 

—4 —4 

7. Resolva o sistema nas incógnitas x e y : 


x + 2y = ^ u 

"4 “4 -4 -4 

3x - y = 2u + v 


8 Seja v =É0. Mostre que é um vetor unitário (chamado versor de v). 

II v II 




Como já comentamos no final do Capítulo 1, dados um ponto P e um vetor v, existe 
um único segmento orientado (P, Q) representante de v . Isso nos permite definir uma ope- 
ração que a cada ponto P £ E 3 e a cada vetor v £ V 3 associa um único ponto Q de E 3 , indi- 
— ► ' — ► 

cado por P+ v, e chamado soma de P com v. Assim, q 

VPeE 3 , Vv6V 3 :P+v=Q <=> PQ=v , / ( 1 ) 


donde 


P + PQ = Q 


Usaremos a notação P - v para indicar a soma do ponto P com o vetor oposto do vetor v : 

P - v^ = P + (- 7 ) 

Intuitivamente, podemos encarar P + v como o resultado de uma translação do ponto P, trans- 
lação essa determinada pelo vetor v . 

Vejamos algumas propriedades dessa operação: 

Pl. P+0 = P V P£ E 3 

É uma conseqüência imediata da definição, pois PP = 0 => P + tf = P. 


P2. P+u=P+v =>u=v 
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De fato: seja Q = P+u = P+v. Então, da definição decorre que PQ = u e PQ = v . 
Logo u - v . Note que esta propriedade permite um “cancelamento” de P na igualdade 
P + u = P + v . 

P3. (P + u) + "v = P + (u + v) Vu.vGV 3 VPG E 3 


Demonstração 


Sejam (veja a figura ao lado) A = P+ u eB = A+ v (logo, B = (P+ u) + v). Então, da 
definição decorre que PA = u e AB = v . Somando, temos 
PA + AB = u + v e como PA + AB = PB , vem PB = u + v . 
Novamente pela definição de soma de ponto com vetor, concluí- 
mos que B = P + (u+v) e que portanto (P+ u) + v =P+(u +v). 

i R 

u ♦ v 



P4. A+v=B + v => A = B 

(Agora se trata de um “cancelamento” de v). De fato, A + v^=B + v => (A + v) -v = 

— 4 — 4 P"l — 4 -+ -4 —4 —4 —4 PI 

(B + v) - v => A + (v - v) = Bt(v - v) =>A + 0 = B + 0 => A = B. 

P5. (P-7)+^ = P 


Decorre diretamente de P3 e de PI : 

-4-4 -4-4 P3 —4 —4 -4 P 1 

(P-v)+v= [P + (-v)] + v = P+[-v+v] = P + 0 = P 


Observação 

Se o segmento orientado (A, B) é um representante do vetor x , é usual representar esse vetor 

por AB, ou também por B - A. Esta última é chamada notação de Grassmann (não se trata, a 

rigor, de subtrair pontos, mas sim de uma notação sugestiva: já que o ponto B é a soma do 
— y 1 '■> -> — ► 

ponto A com o vetor x (pois AB = x ), o vetor x seria a “diferença** entre B e A). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1 . Mostre que AB - AC = CB 


Resolução 

Lembrando que por definição de adição de vetores CA + AB = CÍ3 
e que CA = - AC obtemos o resultado 




IS 
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Na õgtaa. M. X. P são pontos médios de AB, BC e CA respectivamente. Exprima 
gp . AN - CM em função de AB e AC . 


• BP = AP + BA 
Precisamos fazer aparecer AC. Aí usamos o fato de P ser ponto médio: 
2ÃP = ÃC 

Então, levando na primeira relação acima, vem: 



BP ÃC -ÃB 


(a) 


• Quanto a AN : 

ÃN =BN + ÃB 
2BN = BC = ÃC + BÃ* 


ÃN = ~ (Ã? + BA ) + ÃB = ~ ÃC -y ÃB + ÃB 


ÃN =—■ ÃC + j ÃB 


m 


• Fica a seu cargo provar que 


CM = - AC + — AB 

2 


(7) 


Na figura ao lado, damos uma ilustração de (fi). Faça você 
uma de (a) e uma de (7). 



1/2 AB m 
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Observações 


(a) Eis um outro modo de resolver o problema: 

Parta de 2 AP = AC e faça aparecer B: 2(BP + ÃB) = Ãcf 
Daí 2BP + 2 ÃB = ÃC BP =y ÃC - ÃB 

(b) Não vá concluir de (j3) que a medida de AN é a semi-soma das medidas de AB e 
AC! Sendo A, B, C vértices de um triângulo, vale II ÃN II < -j- II ÃB II + -y II Ãíf II 
(por quê?) 


(c) Verifique que (a), (/?) e (7) valem, mesmo que A, B e C sejam colineares. 


3. Na figura, a medida de AX é metade da medida de XB. Exprima CX em função de CA 
e CB. 


Resolução 


A 


B 



Podemos escrever AX — ^-XB (Cuidado: AX e XB têm 0 mesmo sentido! É comum 
enganar-se escrevendo por exemplo ÃX = y BX, o que está errado, pois os vetores do 19e 
29 membros têm sentido contrário.) Fazendo “aparecer” C resulta: 

CX - CA = j (C? - CX ) 

CX -CA CB - y CX 
CX +yCX =y CB +CA 
-jCX=yCÍB+CA 

CX=yCB+yCA. 
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4. Prove que as diagonais de um paralelogramo têm o mesmo ponto médio. 


Resolução 

Considere o paralelogramo ABCD, de diagonais 
AC e DB. Seja M o ponto médio de AC. Vamos pro- 
var que M é também ponto médio de BD. Ora, 

B\T = BCÍ + CN? = ÃD + MA = MD. Logo, M é ponto 
médio de BD. 

5. Prove que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é paralelo ao 
terceiro lado e tem por medida a metade da medida deste lado. 



Resolução 

Seja o triângulo ABC, e sejam M e N os pontos médios de AC e BC, respectivamente. 


C 
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6. Prove que se os pontos médios dos lados de um quadrilátero são vértices de um segundo 
quadrilátero, este é um paralelogramo. 


Resolução 

Seja ABCD o quadrilátero, e, M, N, P, Q os qua- 
tro pontos médios de seus lados. Para provarmos a asser- 
ção, basta provarmos que MN = PQ (pois se um 
quadrilátero tem dois lados opostos paralelos e con- 
gruentes, ele é um paralelogramo). 


Pelo exercício anterior, considerando o A ADC, podemos escrever MN =— KC . Do 
mesmo modo, considerando o A ACB, PQ = ~ AC . Dessas duas expressões resulta 
MN = PQ , como queríamos. 

7. Prove que num triângulo as retas suportes de duas medianas se encontram num único 
ponto. 



Resolução 

Com a notação do Exercício Resolvido, -2, vamos provar a afirmação provando que AN e 
BP não são paralelos. Se fossem, haveria X £ IR tal que BP = X Ãbf. 

Usando as expressões (a) e (0) do Exercício Resolvido n9 2 vem 

yÃC -ÃB = yÃC +yÃB 
donde 

^-ÃC =(1 +-j)ÃB 


Não pode suceder X = 1 , senão seria (l + -^-)AB = 0, logo B = A. Então X # 1 , e daí 

AC =- — AB ; logo ÃC e Ãí? seriam paralelos, o que é absurdo. 

1 - A 
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Nj figura se representa um paralelepípedo ABCDEFGH. Sendo u - AB , v - AD , 
* = AE exprima AG , EC , HB , DF em função de u , v , w . 



Resolução 


• AG = CG +BC+AB=w+v + u 


AG = u + v + w 


(interpretação: em termos vetoriais, “a diagonal de um paralelepípedo é a soma de suas 
arestas”). 

• EC = BC + AB + EA = v + u - w 

• HB = AB + DA + HD = u - v - w 
Da mesma forma chega-se a 


• DF=u-v + w 




EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1 . Dados quatro pontos A, B, C e X tais que AX = mXB , exprima CX em função de CA 
e CB (e m). 
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C 


Sugestão . Na relação AX = mXB faça aparecer C 
em ambos os membros. 

2. É dado um triângulo ABC e os pontos X, Y, Z tais que AX = mXB BY = nYC 

CZ = pZA . Exprima CX , AY , B? em função de CA e CB^ ( e m, n, p). 

3. Num triângulo ABC é dado X sobre AB tal que II AX II = 2 II XB II e é dado Y sobre BC 

tal que II BY U = 3 II YC II . Mostre que as retas CX e AY se cortam. 

Sugestão: Use o exercício anterior, achando qual deve ser m e qual deve ser n. Suponha 
CX = X AY e chegue a um absurdo. 

4. Num triângulo ABC, sejam X a interseção do lado AB com a bissetriz interna do ângulo 
ACB, e, supondo II CA II# IICB I, Y a interseção da reta AB com uma das bissetrizes 
externas do ângulo ACB^ \ 



CA 


CB 


CA 


CB 


_ ► 

a) Os vetores — ► + " — * e — ► - — ► são respectivamente paralelos a CX 

II CA II II CB II II CA II II CB II F 

e CY. Dê uma explicação geométrica para isso. No Capítulo 8 (Exercício 3) você 

dará uma prova analítica. 


II CA 

( b) Prove que 


II CB 


II CA 


II CB II 


AX II" || 5x|| || ay II 


c) Exprima CX , CY , X e Y 
em função de A, CA e CB. 


5. Sendo CX a altura do AABC relativa ao vértice 
C, exprima CX e^X em função de A, CA e CB. 
Sugestão. Se A e Bnão são retos, vale 
h = II AX II lg A = II BX II tg B. Conclua daí que 

^ * /S * ^ ^ 

(tg A) AX = (tg B) XB , quer A e B sejam agudos, 
quer um deles seja obtuso. 




(*) Existe Y se II CA II # II CB 
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6. Prove que as medianas de um triângulo se encontram num mesmo ponto, que divide cada 
uma na razão 2:1 a partir do vértice correspondente. 

Sugestão: Usando o Exercício Resolvido n? 7: seja G o ponto comum às retas AN 
e BP, e H o ponto comum às retas AN e CM. Existem X, y., a e 0 tais que 
G = A+ X ÃN = B + jT BP e H = C + aCM = A + 0 ÃN . Calcule X, n, a e 0. 

7. Prove que as alturas de um triângulo se encontram num mesmo ponto. Idem para as bisse- 
trizes internas. 

8. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados não-paralelos de um 
trapézio é paralelo às bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases. (Atenção: 
não é suficiente provar que MN = — (AB + DC), mas isso ajuda bastante.) 



9. Demonstre que o segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio é 
paralelo às bases, e sua medida é a semi-diferença das medidas das bases. (Atenção: não 

é suficiente provar que MN = ~ (AB - DC ), mas isso ajuda bastante.) 



10. Num triângulo ABC, sejam M, N, P, os pontos médios dos lados AB,BC e AC, respecti- 
vamente. Mostre que 

ÃN + BP + CM = 0 . 


Sugestão: Exercício Resolvido n? 2. 

1 1 . Dado um triângulo qualquer, mostre que existe outro com lados paralelos e congruentes às 
medianas do primeiro. 


\ 
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Sugestão: Tome um ponto 0 qualquer e considere os pontos X = 0 + Ãhf, Y = X + B? 
e Z = Y + CM . Mostre que Z = 0 e que O, X, Y não são colineares. 

12. Sendo ABCDEF um hexágono regular de centro 0, prove que 

ÃB + ÃC + ÃD + ÃE + ÃF = 6 ÃO . 

13. Sqa OABC um tetraedro, X o ponto da reta BC definido por BX = mBC . Exprima 
OX e AX em função de OA , OB , OC . 


14. Seja OABC um tetraedro, X o ponto de encontro das medianas do triângulo ABC (bari- 
centro). Exprima OX em termos de OA , OB , OC . 


15. Sejam A, B, C, D pontos quaisquer, M o ponto médio de AC e N o de BD. Exprima 
x em função de MN , sendo x = AB* + ÃD^ + ClT + CÍD . 

16. Seja ABCD um quadrilátero, e 0 um ponto qualquer. Seja P o ponto médio do seg- 
mento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que 

P = 0 + —■ (ÕA + OB" + ÕC + ÕD ) 

17. Dados 0, A, B, C, ache G tal que GA + GB + GC = 0 em função de 0, a = OA, 
tT = ÕB\ c = OC. 


18. Sejam A, BeC três pontos quaisquer, A^ B. Prove que: 

X é um ponto da reta AB <=*■ CX = a CA + p CB, com a + P = 1. 


Sugestão: Exercido 1. 


19. Nas condições do Exercício 1 8, prove que: 


X é um ponto do segmento AB 
a + P = 1. 


CX = a CA + 0 CB , com a > 0, P > 0, e 


S 


20. Sejam A, B e C vértices de um triângulo. Prove que: X é um ponto interior ao triângulo 
ABC se e somente se CX = a CA + p CB, com a>0, P > 0, e a + j3<l (um ponto é 
interior a um triângulo se for interior a alguma ceviana dele). 
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22 . 


Considere o triângulo ABC, e sejam CA = u, CB= v, e w = u-2v. Calcule a real 
para que o ponto X = C + a w pertença à reta AB. 




Um conceito fundamental para tudo o que virá a seguir é o de dependência linear de vetores. 
Veremos em primeiro lugar a conceituação geométrica, para em seguida caracterizá-la algebrica- 
mente. 

Inicialmente, fixemos a seguinte linguagem: um vetor u diz-se paralelo a uma reta r (a um 

— ► 

plano ít) se existir um representante (A, B) de u tal que o segmento AB esteja contido em r 
(em ít). Em particular, o vetor nulo é paralelo a qualquer reta e a qualquer plano. É claro 1 que 
dois vetores paralelos a uma mesma reta são paralelos; mas cuidado: dois vetores paralelos a um 
mesmo plano podem não ser paralelos! 

A conceituação geométrica da dependência linear será feita por etapas, conforme a quanti- 
dade de vetores envolvidos. 


Definição 1 

I - Uma seqüência (v) de um único vetor v E V 3 é linearmente dependente (LD) se 
— ► — ► — ► — ► 

v = 0. Se v =£ 0, a seqüência (v) é linearmente independente (LI). 

— ► — ► - — ► - ► 

II - Uma seqüência (u,v) de vetores de V é linearmente dependente (LD) se u e v 

são paralelos a uma mesma reta. Caso contrário, (u, v) é linearmente independente (LI). 

— ► — ► — ► . — ► — ► * 

III — Uma seqüência (u , v , w ) de vetores de V é linearmente dependente (LD) se u . v , w 

— ► — ► — ► 

forem paralelos a um mesmo plano. Caso contrário, (u, v, w) é linearmente indepen « 
dente (LI). — 
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IV — Qualquer sequência de vetores com quatro ou mais elementos é linearmente dependente 
(LD) por definição. 


Observações 


Conforme ficou bem explícito na definição, dependência e independência linear são 

qualidades inerentes a sequência de vetores, e não aos próprios vetores. Apesar disso, é 

— > — y — > — ^ —y «, 

comum dizer-se: “os vetores u e v são LI”, ou “os vetores u, v e w são LD”. E claro 

— ► — y 

que o significado é: “o par ordenado (u, v) é LI”, ou, respectivamente, “a tripla orde- 

— i ► — ► — ► — ► 

nada (u , v , w) é LD”. Evite, portanto, o seguinte erro de raciocínio: se o vetor u é LI 

— y — y —y 

e o vetor v é LI, então os vetores u e v são LI. Isso nem sempre é verdade, como por 

— ► 

exemplo no caso da figura, onde (u) é LI, 

pois u=fO, (v) é LI, pois v=fO, mas (u,v) u 

éLD(porquê?) -+ 




(r // s) 


2. Se uma seqüência (v, , v 2 , ... v n ) é LD [LI], qualquer permutação dessa seqüência também é 
LD [LI] . 

3. Se um dos vetores da seqüência é nulo, essa seqüência é LD. Verifique você mesmo. 

CARACTERIZAÇÃO ALGÉBRICA DA DEPENDÊNCIA E DA INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Definição 2 


Sejam 




v n vetores de V 3 (n > 1) e aq , a 2 , a n números reais. Chama-se 


combinação linear dos vetores v,, v 2 ,...v n (com coeficientes a 1; a 2 ,... a n ) ao vetor 


u - a 1 v, + a 2 v 2 + ... + a n v n 


Se m í combinação linear dos vetores V! , v 2 , ... v n , diz-se também que u é gerado pelos 
vetores v- v„. 


Oõser.i agora que o vetor nulo é gerado por v, , v 2 , ... v n , quaisquer que sejam estes veto- 
res. De fato. sempre é possível escolher oq = a 2 = ... = a n = 0, e teremos 


0 = 0 v, + 0 v 2 + ... + 0 v n 


( 1 ) 
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Ora, dirá você, assim não tem graça! É claro que escolhendo todos os coeficientes iguais a zero, 
a combinação linear resultará no vetor nulo! Concordo. Será que haveria, porém, outra combina- 
ção linear de v 1( v 2 , ..., v n (isto é, em que os coeficientes NAO sejam todos nulos) que seja 
também igual a 0? Conforme veremos mais adiante (Proposição 2), isso depende exclusivamente 
de ser LI ou LD a seqüência (v, , v 2 ,...,v n ). 

Antes, veremos uma primeira relação entre dependência linear e combinações lineares. 


Proposição 1 


Uma seqüência (vj, v 2 , .... v n ) (n > 2) é LD se e somente se algum vetor da seqüência 
for gerado pelos demais. 

Demonstração 

Analisaremos separadamente cada um dos casos (II), (III) e (IV) da Definição 1 . 

— ► — ► 

Caso (II) a) Suponhamos (u,v) LD. Se um dos dois vetores é nulo, ele é gerado pelo outro; 

— ► — ► — i ► — ► 

suponhamos então u =£ 0 e v =£ 0. Da hipótese, concluímos que existem representantes 

^ llvll 

(A, B) de u e (A, C) de v tais que A,BeC são colineares, A # B e A#C. Seja a = ^T". 

II u II 

— ► — ► — ► — ► — ► 

Se u e v têm mesmo sentido, temos v = a u e se têm sentido contrário, v = (-a) u . Logo 

— ► — * \ 

v é gerado por u ' Compare com o Exercício 5 do Capítulo 3. 

b) Reciprocamente, suponha que ~v = a u e que nenhum dos dois vetores é nulo (caso 
em que não haveria nada a demonstrar). Seja (A, B) um representante de u. Da definição de 
multiplicação de vetor por escalar, concluímos que o representante de v com origem A tem sua 
extremidade C na reta que passa por A e B. Logo, A, BeC são colineares e isso quer dizer que 
(u,v) é LD. 

Caso (III) a) Suponhamos (u, 7, w) LD. Se o par (u , v) for LD, teremos pelo que já foi pro- 
vado (caso (II)) que u = a v (ou v = /3u). Nesse caso, u = av+0w (ou v=0u + Ow) 
e está demonstrada a afirmação. Se, por outro lado; (u , v ) é LI, fazemos a seguinte construção 
geométrica: tomamos um ponto P S E 3 e os representantes (P, A), (P, B) e (P, C) de u , v e w 
respectivamente; P, B e A não são colineares, pois (u , v) é LI. Pelo pònto C tomamos retas 

A paralelas a PB e PA, determinando assim os pontos 

M e N (figura). Então, (u, PM) é LD, e pelo que já 
foi provado (caso II) temos PM = a u . Da m esma 
forma, PN = (3 v . Notando agora que w = PM + PN-, 

temos w= a u + /3v.. Observe que os argumentos 

— ► — ► 

acima valem também para os casos em que w // u ou 
w II v; apenas a figura seria diferente. Pense nisso. 



(*) Note que no caso u =1= 0 e v # 0 não só u é gerado por v, mas também v é gerado por u , pois 

1 —► 

a 0 e portanto de v =Qu segue u = — v 

a 
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b) Redprocamente, suponha que w, por exemplo, é gprado por u ev,w=au+/Jv,e 

que nenhum dos três vetores é nulo (pois nesse caso não há o que demonstrar). Sejam (P, A), 

iP, B) e (P, C) representantes de u,v e w, respectivamente. Se P, AeB são colineares, é claro 

— ► — ► — ► 

que os quatro pontos estão num mesmo plano e portanto (u, v, w) é LD. Se, ao contrário, 
P, A e B determinam um plano, sendo PM = au e PN = 0 v (veja a figura) temos que M 

pertence à reta PA, N pertence à reta PB, e portanto o parale- 
___ logramo PMCN está contido no plano determinado por P, AeB. 
Concluímos que os pontos P, A, B e C são coplanares e portanto 
(u , v , w ) é LD. 



Caso (IV) Neste caso, precisamos provar apenas que se n > 4, então um dos vetores da seqüência 

( v i> v 2 v n ) é gerado pelos demais (a recíproca é automaticamente verdadeira, pois para 

n > 4 a seqüência é LD por definição). Se (vj , v 2 , v 3 ) é LD, então, pelo que já vimos, um deles 
(por exemplo, V! ) é gerado pelos outros dois: 


Vi = a 2 v 2 + a 3 v 3 . 


Segue-se que 


V 1 = <*2 V 2 + a 2 V 3 + 0 v 4 + ... + 0 v 


e portanto v, é gerado pelos vetores v 2 , v 3 , ..., v n . Suponhamos agora que (v 1( v 2 , v 3 ) é LI 

e façamos a seguinte construção geométrica: sejam (P, A), (P, B), (P, C) e (P, D) respectiva- 
— ► — ► — ► — ► 

mente representantes de Vj , V 2 , v 3 e v 4 . Pelo ponto D, tomamos uma reta paralela a PC/que 
encontra o plano PAB no ponto M (por que essa reta não pode ser paralela ao plano PAB?). 

, Pelo ponto M, tomamos retas paralelas a PA e PB, de- 

terminando assim os pontos N e Q (ver figura). Final- 
mente, pelo ponto D tomamos um plano paralelo 
ao plano PAB, que intercepta a reta PC num ponto 
R (por que esse plano não pode ser paralelo a PC?). 
É claro que PN + PQ + FR = ~v A . 

Por outro lado 

(RA, PN)é LD => PN = a x PA = o^v, 

(PB , PQ) é LD => PQ = a 2 PB = a 2 v 2 

(PC , PR) é LD => PR = a 3 PC = a 3 Vs 
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Logo, v 4 = <*! Vi + a 2 v 2 .+ a 3 v 3 e portanto, v 4 = (*i Vj + a 2 v 2 + a 3 v 3 + 0 v 5 + ... + 0 v n , isto é, 
v 4 é gerado pelos demais vetores da sequência. Note que os argumentos acima valem também 
para os casos em que D pertence a uma das retas PA, PB, PC, ou a um dos planos PAB, PAC, 
PBC. Pense nisso e faça novas figuras. Fica assim demonstrada a Proposição 1 . 


Corolário 1 (u, v) é LD «=» existe a real tal que u = or v ou existe /3 real tal v = /3u. 
Além disso, se u ev sao diferentes de 0, existem ambos, a#0, p¥=0,e a ~~^ ■ 


Corolário 2 Se ( u, v ) é LI e ( u, v, w ) é LD, então w é combinação linear de u e v, isto é, existem 
escalares a e d tais que w=au+/3v (éo que foi demonstrado no Caso (III)). Na realidade, 
como se verá nos exercícios resolvidos, existe um único par de coeficientes a e 0 nessas 
condições. 

Colorário 3 Se (üt v* w) é LI, então todo vetor x £ V 3 , é gerado por u, v e w. Isso quer dizer que 
para todo x £V , existem a, p, 7 £ IR tais que 


x = au+/Jv + 7 w 


(veremos logo mais, nos Exercícios Resolvidos, que essa tripla ordenada (a, /3, 7) de escalares é 
determinada de modo único). 

A proposição seguinte responde à pergunta a respeito de ser ou não ser possível obter o vetor 
nulo como combinação linear dos vetores v 1( v 2 , ..., v n sem lançar mão do “golpe baixo” de 
tomar todos os escalares iguais a zero. 


Proposição 2 Uma seqüência (v t , v 2 , .... v n ) de vetores de V 3 é LD se, e somente se existirem 
escalares <*1 , a 2 , ..., <* n NÃO TODOS NULOS tais que c^v, + a 2 v 2 + ... + a n v n = 0. Ou 
seja, se e somente se a equação x^j + x 2 v 2 + ... + x n v n = 0 nas incógnitas x 1; x 2 , ..., x n 
admite solução não-trivial. 

Exemplos 

1) Seja v um vetor qualquer; a seqüência ("v, 7 ) é LD, pois 1.7+ 1. (-7 ) = 0 (os 
escalares não são todos nulos). 

2) A seqüência ( u, v, 2 u - 3v)é LD, pois (-2) u + 3v + l.(2u-3v)= 0. 

3) Com o auxílio da Proposição 2, é bem fácil ver que qualquer seqüência na qual com- 
pareça o vetor nulo é LD. De fato, basta escolher coeficiente não nulo para o vetor 
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nulo e coeficientes nulos para os demais; para a seqüência (0 , v 2 , v n ), por 
exemplo, temos: 

1 . cf + 0 . vçj + ... + 0 . v* n = 0^ 

— ► — ► — ► 

e portanto (0 , v 2 , v n ) é LD. 

Demonstração da Proposição 2 

O caso n = 1 fica como exercício. Demonstremos para n =>2. 

— ► — ► 

a) Suponhamos que (vj , v n ) seja LD. Nesse caso, pela Proposição 1, algum dos 
Vj, 1 < j < n, é gerado pelos demais: 

= «tV.+..>«j.iVl + VlVl + *“ + Vn 
e daí vem que (passando Vj para o 29 membro) 

a,v, +... + « j _ 1 v j _ 1 - l.v j + « j + iVi+-+Vn=0 

o que mostra que existem escalares não todos nulos nas condições do enunciado (basta 
tomar aj = - 1 ). 

— ► — ► — ► — ► 

b) Reciprocamente, suponhamos que <*! Vi + ... + ctjVj + ... + <* n v n = 0, com üj =£ 0. Pode- 
mos daí concluir que: 


-*• _ <*i -*■ 

V V, 

j Oj 


a. , -»■ a í + i -*■ a_ -*■ 

j-l y - J 1 V. -_JL V 

a. j-1 aj J + 1 a- n 


ou seja, que vj é combinação linear dos demais vetores da seqüência. Isso, pela Proposição 1, 


garante que (v,, ... , v n ) é LD. 


Observações 

1 . Uma forma equivalente de enunciar a Proposição 2 é : 

- — ^ ^ — ► « 

Proposição 3 “Uma seqüência (vj , v 2 , ... v ) de vetores V é LI se e somente se a equação 

x, v, + * 2 V : + + x n v n = 0 nas incógnitas Xj, x 2 , ..., x n . SO admite a solução trivial, 

isto é, aj v, + a 2 v 2 + ... + <* n v n =0 => a, = a 2 = ... <* n = 0”. 

A implicação significa que é impossível obter o vetor nulo como combinação linear de 
(V), v 2 , ..., v n ) a não ser daquela maneira que você achou “sem graça”, escolhendo todos 
os coeficientes nulos. 
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2. Tome cuidado, pois neste ponto é muito fácil errar: na verificação de que uma seqüência 
(vj, v 2 , v_) é LI, não se trata de saber se é possível obter o vetor nulo como combinação 

linear de v t , v 2 v n (pois sempre é possível; na pior das hipóteses, escolhemos os escalares 

nulos). Tampouco se trata de saber se os coeficientes a! , a 2 , a n podem ser ou são nulos 
(é claro que podem). Trata-se, isto sim, de verificar se é obrigatório apelar para coeficientes 
nulos para que a combinação linear resulte no vetor nulo. Se você entendeu, responda a esta 
pergunta: 


Sejam Vj, v 2 , ..., v n vetores de V 3 e ai,a 2 , ...,a n escalares tais que + a 2 v 2 + ... + a n v n = 0. 
Sabendo que Oj = a 2 = ... = a„ = 0, o que se pode afirmar da seqüência (v,, v 2 , ..., v )? 
É LI ou LD? Veja a resposta no fim deste parágrafo, após os exercícios resolvidos. 


UFPE ÇCEN 

M LI 

BIBLIOTECA 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Seja (v ! , v 2 v n ) LI (1 < n < 3). Prove que 

«.Vi + <X 2 ~V 2 + ... + a n \T = /?! V, + 0 2 v 2 + ... + 0 n v n 

só vale se = P,, a 2 = P 2 = P n 


(essa é a unicidade citada nos Corolários 2 e 3 da Proposição 1). 


Resolução 

Por hipótese, sabemos que 

a, Vi + a 2 \ 2 + ... + a n "v n = v, + /3 2 v 2 + ... + 0 n v n 


Daí segue que 

«i vi - PiVi + *2 v 2 ~ ^ 2^2 + - + « n v n - 0 n v n = 0 
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e portanto 


(a, - ) v, + (a 2 - 02 ) v 2 + - + ( a n ~ 0 n ) v n - 0 


e como (vj , v 2 , v ) é LI, concluímos pela Proposição 3 que 


<*i - Pi = 0, a 2 - 0 2 = 0, ..., <* n ~ P n = 0, 


donde 


a, =^,, a 2 = 0 2j ... % = 0 n . 


Prove a recíproca da propriedade do exercício anterior: se (v 1( v 2 , v ) é tal que 

— i ► — ► — ► “► — ► “► 

ttiVi + a 2 v 2 + ... + a n v n = /?, Vj + 0 2 v 2 + ... +0 n v n só vale se a, =0,, a 2 = 0 2 , ..., a n = 0 n , 
então ( Vl , v 2 ,...,v n ) é LI. 


Resolução 

— ► — ^ — ► — ► 

Sabemos que 0 = 0 Vj 0 v 2 + ... + 0 v n . Então, se a l7 a 2 , ..., a n são escalares 
tais que aj V] + a 2 v 2 + ... + a n v n = 0 

segue-se que 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► 

a, Vj + a 2 v 2 + ... + <* n v n = 0 v, + 0 v 2 + ... + 0 v n 

Mas por hipótese, essa igualdade só vale se a 2 = 0, a 2 = 0 a n = 0 (troque os “0” 

por 0 na hipótese). 

— ► — ► — ► 

Então, graças à Proposição 3, concluímos que (v 2 , v 2 , ..., v n ) é LI. 


Observação 

Os exercícios 1 e 2 acima mostram que você só poderá “identificar os coeficientes” (algo se- 
melhante ao Princípio de Identidade de Polinómios) quando os vetores envolvidos forem LI. 
Exemplo: se u = 2v + w, tem-se u + v + w= Ou + 3v+2w. 


3. Prove que se (u , v ) é LI, então (u + v , u - v) também é LI. 
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Resolução 


Sejam a e 0 escalares tais que 


a (u + v) + 0(u - v) = 0 


(a) 


Devemos demonstrar que a e 0 são obrigatoriamente nulos. 

Aplicando as propriedades da adição e da multiplicação por escalar, obtemos de 
(a) au + av + 0u-0v=O, donde (a + 0) u + (a - 0) v = 0. Mas, por hipótese, 
(u , v) é LI; logo, a igualdade acima só é possível sea + 0= Oea-0=O. 

Como a única solução do sistema 


f a + 0 = O 

U— 0 = 0 


é o = 0 = 0, provamos o que queríamos. 

Atenção . 

Seria péssima estratégia tentar resolver este exercício partindo de uma combinação linear de 
Tíev igualada aO,au + 0v = O. O motivo é que, como (u, v) é LI, isso acarreta a = 0 = 0, 
e não se conclui absolutamente nada a respeito da dependência ou independência linear dos 
vetores u+^eu — v", o que era o nosso propósito. Assim, quando se quer provar a indepen- 
dência linear de uma seqüência de vetores, deve-se partir de uma combinação linear dos ve- 

— ► 

tores dessa seqüência, igual a 0. 


4. Na figura, ABC é um triângulo e M é o ponto médio de AB. Sabendo que MN é paralelo a 
BC, prove que N é o ponto médio de AC. 

A 



Resolução 


Vamos transpor o problema para a linguagem vetorial. 
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Se ABC é um triângulo, temos (por exemplo) que 


(AB , BC ) é LI 


Sendo M o ponto médio de AB, concluímos que 


1 


AM = -j AB = MB 

A hipótese de ser MN paralelo a BC se traduz por 

MN = aBC 

Finalmente, como N pertence ao lado AC, podemos afirmar que 

Ãbf = 0Ãcf 

Agora, nosso objetivo é provar que 0 =-^- 
De = MN + AM segue por (0)e(7): 

Ãtf = aBÕf + -y ÃB 

Por outro lado, por (6), 

ÃN = 0 ÃC = 0(Bcf + ÃB) = 0 BC + 0 ÃB 


(“) 

(fi) 

( 7 ) 

(S) 


(O 

(X) 


Comparando (e)e (X), obtemos: 

aBC ? +yÃB = /3BC+/3ÃB 

.Agora, por (a) e pelo primeiro exercício, concluímos que a = p e = p, como quería- 
anai Observe que fica também provado que o comprimento de MN é igual à metade do com- 
pomnmto de BC. 

Açora a resposta à pergunta feita na Observação 2: nada se pode afirmar a respeito 
da depeziòíncia linear dos vetores. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Prove que se (u, v, w) é LI, então (u + v + w, u - v,3v) também é LI, o mesmo 
sucedendo com (u+v, u+w, v + w). 

—y —y —y —y —y —y —y —y 

2. Seja (u, v, w) LI. Dado t qualquer, sabemos que existem a, 0,7 tais que t = au+(3v+yw 

(por quê?). Prove que (u + t , v + t , w + t) é LI <=> a+0 + 7+1^0. 

3. Prove que (u,v) é LI <==> (u + v, u - v) é LI. (A implicação => foi provada no Exer- 

cício Resolvido n9 3.) 

4. Demonstre a Proposição 2 no caso n= 1. Pergunta: por que a demonstração feita no 
texto não serve neste caso? 


5. Prove que (u - 2v + w, 2u + v + 3w, u + 8v + 3w) é LD quaisquer que sejam os 
-y -y -y 
vetores u , v , w . 




CAPITULO 6 


Definição 1 

Chama-se base V a qualquer tripla ordenada E = (ej , e 2 , e 3 ) linearmente inde p endente de 
vetores de V 3 . 

t — ► — V — ► -j 

Conforme o Corolário 3 do capítulo anterior, se (ei , e 2 , e 3 ) é uma base de V , todo vetor de 
V é gerado por e!,e 2 e e 3 , isto é para todo v6V , existem escalares a 1 ,a 2 ,a 3 , taisque 

— ► — y - — y — y 

v = a!e! + a 2 e 2 + a 3 e 3 . 





Sabemos também que essa tripla (a t , a 2 , a 3 ) de escalares é única (veja o primeiro exercício resol- 
vido do capítulo anterior). A conclusão é que, escolhida uma base E de V 3 , fica associada univoca- 
mente a cada vetor "v uma tripla ordenada de escalares (aj , a 2 , a 3 ). Essa tripla é denominada tripla 
de coordenadas do vetor ~v em relação à base E. Observe que é importante a ordem dos escalares 

aj,a 2 ,a 3 ; trata-se de uma tripla ordenada. Se, por abuso de linguagem, dissermos: “ai,a 2 ,e a 3 
— ► 

são as coordenadas de v na base E”, fica subentendido que as coordenadas estão nessa ordem 
-> ->• “► —>■ . 

(v = aiei + a 2 e 2 + a 3 e 3 ). 
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Base 


A notação utilizada para indicar que a 1; a 2 , a 3 são as coordenadas (nessa ordem!!)do vetor 7 
em relação à base E é 

" 7 = (a,,a 2 , a 3 ) E (1) 


e se não houver perigo de dúvida quanto à base escolhida, omite-se o índice “E”: 


v = (a, , a 2 , a 3 ) 


( 2 ) 


Em outros termos, (1) e (2) são simplesmente “abreviaturas” de v = a^j + a 2 e 2 + a 3 e 3 . 

Daqui para a frente, o uso de coordenadas será muito freqüente; é conveniente, portanto, 
que as operações entre vetores sejam feitas diretamente em coordenadas, evitando perda de tempo. 
Vejamos como se faz isso: 

► — ► — ► —► 

a) Adição Se u = (a,, a 2 , a 3 ) E e v = (bj, b 2 ,b 3 ) E , então u + v = (a! + b,,a 2 + b 2 , a 3 + b^ 
De fato : 

-*■ y “► “► “ ^ 

u = (a, , a 2 , a 3 ) £ =» u = a^, + a 2 e 2 + a 3 e 3 

— ► — ► — ► — ► — > 

v = (b,,b 2 ,b 3 ) E =» v = b^! + b 2 e 2 + b 3 e 3 

Logo, 

u + v = (aj + b t ) e! + (a 2 + b 2 ) e 2 + (a 3 + b 3 )lT 3 
ou seja, 

u + v = (a! + bi , a 2 + b 2 , a 3 + b 3 ) E 
Atenção 

— ► — ► 

Para o procedimento acima é essencial que u e v estejam referidos a uma mesma 

base. 

b) Multiplicação por Escalar Se u = (a 1 ,a 2 ,a 3 ) E e X é um escalar, então 
Xu = (Xa,,Xa 2 ,Xa 3 ) E . 

De fato : 

— ► . ~y -> —y — ► —y —y —y —y 

u = (a! , a 2 , a 3 ) E => u = aj e, + a 2 e 2 + a 3 e 3 => Xu = X(a x ej + a 2 e 2 + a 3 e 3 ) = 

— y — ► — y — y 

= (\ã, ) ej + (Xa 2 ) e 2 + (Xa 3 ) e 3 => X u = (Xa, , Xa 2 , Xa 3 ) £ 
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Observação Devido à Proposição 3, é fácil ver que 

u =0 <==> u=( 0 , 0 , 0 ) E 

Vamos reexaminar em termos de coordenadas o conceito de dependência e independência linear. 

— ^ ^ 

Proposição 1 Os vetores u = (X] , , z t ) E , e v = (x 2 , y 2 , z 2 ) E são LDse e somente se x 2 , yj , z 2 , 

são proporcionais a x 2 , y 2 , z 2 . 


Demonstração 

'1 

É uma conseqüência direta do Corolário 1 do Capítulo 5. 


< p/ v' v y 


—*■ 

V = 

: (x ; 

!,y 2 , 

Z 2) E . 

Xi 

yi 

Zi 


x 2 

y 2 

Z 2 

f 0 

x 3 

ys 

Z 3 



Demonstração 


Temos, pela Proposição 3 do Capítulo 5, que 

— > — * — ^ — ► — ► — ► — >■ 

( u . v , w ) LI <=> (au+/3v + 7 w = 0 => a = 0 = 7 = 0). 

isto é 


< U V W ) LI <=> a (xi , yi , z 2 ) + p (x 2 , y 2 , z 2 ) + 7 (x 3 ,-y 3 , z 3 ) = 0 admite apenas 
a solução nula a = P - 7 = 0 


fax, + flx 2 + 7x3 = 0 
a >1 + P) 2 + 7ys = o 
az t pz, + 7 z 3 = 0 


admite apenas a solução nula 


(*) |*I X; \ 3 

>i >: >3 # 0 

z i z : z 3 

Basta observar agora que este último determinante é igual ao que aparece no enunciado. 


(*) Devido à Regra de Crama. 
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0 conceito de ortogonalidade de vetor com retas e planos se define de modo natural, usando 

os mesmos conceitos para os segmentos orientados que representam o vetor. Mais claramente: 

Definição 2 

• 0 é ortogonal à reta r [ao plano ff] se existe um representante (A, B) de u tal que o seg- 
mento AB é ortogonal a r [a ff]. 0 vetor nulo é considerado ortogonal a toda reta r e a todo 
plano ff. 

— ► — ► 

• Os vetores u e v são ortogonais se um deles é nulo, ou, caso contrário, admitirem represen- 
tantes perpendiculares. 

Para ortogonalidade usaremos o símbolo 1. 

Proposição 3 Os vetores Tí e^ são ortogonais se e somente se II u + v II 2 = II u II 2 + II v II 2 . 

Demonstração 

Trata-se em essência da aplicação do Teorema de Pitágoras e de sua recíproca. Deixando 

de lado os casos triviais em que um dos vetores é nulo (a verificação é imediata), basta observar 

— ► — ► — ► — ► — ► 

que, tomando um ponto O qualquer, u 1 v se e somente se os pontos O, O + u , O + u + v, são 

vértices de um triângulo retângulo. 


O+ut v 



Definição 3 

Uma base E = (ej , e 2 , e 3 ) é ortonormal se ej , e 2 , e 3 são unitários ( II e t II = II e 2 II = II e 3 II = 1) 
e dois a dois ortogonais. 
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Proposição 4 Se E= (e, ,e 2 ,e 3 ) é base ortonormal, e u= xe! + ye 2 + ze 3 então 


|| u || = V x 2 + y 2 + z J 


Demonstração 


Consiste na aplicação do Teorema de Pitágoras aos dois triângulos retângulos destacados 
na figura. 




Como também xej lye 2 , resulta, pela mesma proposição, que esta relação se escreve 

II u || 2 = II XC! II 2 + II yê^ II 2 + II ze 3 || 2 (3) 

— ► — ► — ► 

e como e 1 ,e 2 ,e 3 são unitários, 

II xT, II 2 = | X | 2 = x 2 

II yt 2 II 2 = I y | 2 = y* 

II ze 3 II 2 = I z I 2 = z 2 


de onde resulta, por substituição em (3), a tese. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

Está fixada uma base E = (ei , e 2 , ). 


1. Verifique se são LI ou LD os vetores 

a) u= (1,2,3) e v = (2, 1, 1) 

b) u = (1, 7, 1) e "v = (-j , ^ , -|) 


Resolução 

a) É imediato que 1, 2, 3, e 2, 1, 1, não são proporcionais pois -j =£ Logo (u, v) 
é LI. 

17 1 

b) Nesse caso é claro que 1,7,1 e — , , -j são proporcionais, com fator de propor- 

— ► — ► -4 — ►. 

cionalidade 2 : u = 2 v . Logo (u , v ) é LD. 


2. Idempara u = (1,-1, 2) £ , v"= (0, 1,3) E , w = (4,-3, 11) E . 

Resolução 

Como 

1 -1 2 

0 1 3=0 resulta (u , v , w ) LD. 

4 -3 11 


3. Sejam 

%= 2ej -&2 

f 2 = d - e 2 + 2 e 3 

?3 = d + 2? 3 

Mostre que ( 7 , , f 2 , f 3 ) é LI e portanto base de V 3 . 
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Resolução 


Tem-se?, = (2,-l,0) £ ,? 2 = (1,-1, 2) £ , 7 3 = (1,0, 2) £ 


e 


2-10 
1 -1 2 
1 0 2 


-4 * 0; logo (f,, f 2 , f 3 ) é LI. 


4. Calcule as coordenadas do vetor v= (1, 1, 1) £ na base F do exercício anterior. 


Resolução 

Sabemos que 

-t 

?, = 2 e, - e 2 

— ► — ► — ► — ► 

f 2 = e, - e 2 + 2 e 3 

— ► — > — ► 

f 3 = e, + 2e 3 

Resolvendo as equações acima com relação a e, , e 2 , e e 3 , você obterá: 


■* _ 1 -? 1 1 
2 “ 2 2 + 2 3 


-? 2+ ?3 


e 3 = 


1 -*■ 1 -»• 
" 4 fl + T fj 



como v = (1, 1, 1) £ , temos v = e, + e 2 + e 3 . 


e portanto 


v = Í f 'i f 2 +-f 3 


4 


donde "v = ) isto é, as coordenadas de v na base F são -j- 

v 4 * 4 4 ** *+ 


_5_ 

4 


e 


7_ 

4 ' 


No próximo capítulo, veremos uma forma de sistematizar os cálculos acima, na resolução 
de problemas de “mudanças de base” como este. 
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5. Calcule II u II sendo u = (2, 1,3) F e E base ortonormal. 


Resolução 


u II 2 = 2 2 + l 2 + 3 2 = 14 


u II = VT4 


exercícios propostos 

Todos os vetores estio referidos a uma mesma base 
— ► “ ► “ ► 

1. Sendo u = (1, -1, 3), v = (2, 1, 3), w = (-1, -1, 4), ache as coordenadas de 

a) u + v 

b) u - 2v 

c) u + 2v - 3w 

— ► f — ► — ► — ► — y — ► 

2. Verifique se u é combinação linear de v e w, sendo u, v, w, como no exercício anterior. 

3. Escreva t = (4, 0, 13) como combinação linear de u, v, w, estes vetores sendo dados no 
exercício 1. 

— > — ► —y \ 

4. u = (1, -1, 3) pode ser escrito como combinação linear de v=(-l,l,0) e w= (2,3,—)? 

5. Ache m de modo que u = (1,2,2) seja combinação linear de v = (m-1, 1, m-2) e 

— ► — y — y —y 

w = (m+1, m-1, 2). Em seguida, determine m para que (u,v,w) seja LD. 

6. Decida se são LI ou LD : 


a) u = (0, 1,0), 

b) u = (0, 1, 1), 

c) u = (0, 1, 1), 

d) u = (1,-3, 14), 

e) u = (1,0,0) 

0 u= (1,2,1) 

g) u = 0 

h) u = (1,1,1) 


v= (1,0, í) LI 

V- (1,0,0) / .I 

v= (0,3,1) - 

-*■ /I -3 / 

y ( i4’ ir- 0 ( - 
7= (200,2,1), 

v= (1,-1, -7), 


w = (300, 1,2) ' J 
w = (4, 5, -4) - - 



46 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


7. Sendo E = (ej , % , e 3 ) base, e 

-V -V -V -*• 

f, = e, + e 2 + e 3 

— ► — ► — W 

fz - e, + e 2 

^3 = e3 ->- -V -V 

decida se f= (f, , f 2 , f 3 ) é base. 

8. Ache m para que sejam LD 

a) u = (m, 1 , m), v = (l,m, 1) 

b) u = (1 -m 2 , 1 -m, 0), v - (m, m, m) 

c) u = (m, l,m+l), v = (1,2, m), 

d) u = (m, l,m+l), ^ = (0, l,m), 


w = (1, 1, 1) 
w = 0, m, 2m) 


9. Se E = (ei , e 2 , e 3 ) é base, prove que F = ( a e t , 0 e 2 > 7 e 3 ) é base, desde que a, /3, y não 
sejam nulos. 


10. Seja OABC um tetraedro, e M o ponto médio de BC. 

a) explique por que (OA , OB , OC ) é uma base. 

b) determine as coordenadas de AM nesta base. 

- ► — ► — ► — ► 

1 1 . Calcule II u II, sendo E = (e i , e 2 , e 3 ) base ort anormal, nos casos 

— ► — ► 

a) u = e, + e 2 + e 3 = (1, 1, 1) 

b) u = - ej + e 2 

— ► — ► — ► 

c) u = 3e! + 4e 3 

— ► — ► — ► — ► 

d) u =-46! + 2e 2 - e 3 




A escolha de uma base conveniente ajuda muita vezes a resolver um problema, tornando-o 

mais simples. Acontece que os vetores dados podem já estar referidos a uma certa base, digamos 
— ► — ► — ► . 

E = (ei , e 2 , e3 ). Introduzindo-se a base conveniente que supostamente vai ajudar-nos, seja ela 

F = (f i , f 2 , f 3 ), precisamos saber a relação entre as duas, para que trabalhando com a solução em 

termos de F, possamos no final passar para a base inicial E. 

Podemos expressar de modo único cada elemento de F em termos da base E, conforme já 

sabemos. Escrevamos então 


f i - ai i e 3 

+ 

a 2 1 &2 
->■ 

+ 

a 3 i 

es 

->• 

f 2 = a I2 ei 
-*■ -*■ 

+ 

a 2 2 

+ 

a 32 

e 3 

-»■ 

f 3 = a 13 e 3 

+ 

^3 e 2 

+ 

833 

e 3 


(O 


onde os ay são números reais. 

O próximo passo agora é resolver o seguinte problema. É dado 

"v = x, ej + x 2 êTi + x 3 "e 3 = (x, , x 2 , x 3 ) £ ( 2 ) 

onde agora o índice E é necessário, pois podemos também escrever 
v = y Ji + y 2 ? 2 + y 3 "f 3 = (yi , y 2 , ya) F 
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Queremos saber qual é a relação entre as coordenadas Xj , x 2 , x 3 de v em relação à base E, e 
as coordenadas yj , y 2 , y 3 do mesmo vetor v em relaçao à base F. A idéia é muito simples para 
resolver isto. Usando (1) em (3), teremos vem função dos elementos de E. Em seguida é só compa- 
rar com (2). 

Substituindo % ,% >% dados por (1) na relação (3) resulta 


v = yi(a u e, + a 2 ,e 2 + a 31 e 3 ) + y 2 (a I2 ej + a 22 e 2 + a 32 e 3 ) + y^a^e, + a 23 e 2 + a 33 e 3 ) 
= (yi a n + yjaii + ysanJe, + (y,a 21 + y 2 a 22 + y 3 a 23 )^ 2 + (yja^ + y 2 a 32 + y 3 a 33 )e3 


Comparando com (2), e usando o fato de que um vetor se expressa de modo único como combina- 
ção linear dos elementos de uma base, vem 


xi - a n y, + a J2 y 2 + a 13 y 3 

x 2 = a 21 y, + a 22 y 2 + a 23 y 3 (4) 

x 3 = a 3 jyi + a 32 y 2 + a 33 y 3 


Agora basta resolver o sistema. Acontece que você deve estar dizendo: puxa, mas como eu 
vou guardar essa relação? Ainda mais com essa confusão de índices! Pois bem, para facilitar a 
sua vida, vamos sistematizar de tal forma que você, temos certeza, vai guardar a fórmula. Para esse 
fim vamos usar matrizes. Observe inicialmente que (4) pode ser escrita assim: 


Xl 


a l 1 a l 2 a l 3. 


yi 

x 2 

= 

a 21 a 2 2 &13 


Yi 

X3 


a 3 1 % 2 a 3 3 


y 3 


Vamos dar um nome à matriz 3x3 acima. 


Definição 

Dadas as bases E= (e, ,e 2 ,e 3 ) e F= (f,,T 2 ,7 3 ), podemos escrever 
~tr 

M ~ a ll e l + a 2 1 e 2 + a 3 1 e 3 

~t -* -*• -*• 

t 2 - a 12 e] + a 22 e 2 + a 32 e 3 

-i -*• -* -r 

Í 3 ~ a 13 e l + a 23 e 2 + a 33^ 3 
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À matriz 


M = 


a ll 

a l 2 

a 13 

a 2 1 

a 22 

a 23 

a 3 1 

a 32 

a 3 3 . 


dá-se o nome de matriz de mudança da base E para a base F. Indica-se, para resumir, assim: 


M 

E ► F 


Atenção 

Observe que os elementos a n , a 2 j , a 31 que aparecem na l. a igualdade, 

— ► — ► 

M = a U e l + a 21 e 2 + a 31 63 > 

devem ficar na I a coluna de M. Da mesma forma, os elementos da 2 a igualdade, 

— ► — ► — > — ► 

f*2 = &Í2 ^22^2 ^ ^32®3 > 

devem ficar na 2 a coluna de M. Os da 3 a igualdade na 3 a coluna de M. Assim, se 


Então 


fi ~ 2e! — e 2 + e 3 
t 2 - ej + e 2 + e 3 — 

-t -+ 

f 3 = e, - e 2 + e 3 


M = 


1 

2 

-1 

1 


1 


M 


Agora que você já sabe o que é matriz de mudança de E para F, E 
(5) por ser escrita simbolicamente: 


F, veja como 



( 6 ) 


M 

E >- F 


onde 
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Observação 


M 

Se E ► F, então o determinante da matriz M é certamente diferente de zero. Isso 

é uma consequência imediata da Proposição 2, do capítulo anterior. Logo, existe M -1 , e de 
(6) obtemos 


M 


(7) 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Sendo £ = (6! , ej ),F = (?j ,? 2 , ), ache M, matriz de mudança de E para F, sabendo 

que 

T, = e, - e, 

— ► -► 

h = e i + 

Resolução 

Escrevendo na forma 


= 1. ^ + (-1) e 2 + 0. e 3 

= 0. ?j + 0. e 2 + 1. e 3 

T 3 = 0. ”e, + 1. e 2 + 1. e 3 


vemos que 


M = 


I 0 

-1 0 

0 1 


Sendo E e F como no exercício anterior, e sendo ? = (1,-1, 3),, = -? 2 + 3? 3 , ache 

— ► ‘ 

as coordenadas de v em relação à base E. 

Resolução 


Como você já deve estar sabendo. 
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Então, sendo "v - (x! , x 2 , x 3 ) E = x^ej + x 2 e^ + x 3 eT 3 , temos 


1 0 0 1 


UFFE ÇCEN 

V. li\ 

BlBLiüTtíCA 


1 0 1-1 


0 1 1 3 


Xi = 1, x 2 = 2, x 3 = 2. 


3 . A matriz de mudança de base da base E = (e! , e 2 , e 3 ) para a base F = (f 3 , f 2 , f 3 ) é 

1 0 r 

M = 0 10 

1 0 -1 . 

Exprima os elementos de F em termos da base E. 


Resolução 

Para fj , leia a 1 ? coluna: 

fi = 1 . e, + 0 . e 2 + 1 .65=6! + e 3 

— ► 

Para f 2 , leia a 2 ? coluna: 

— ► — > -> — ► — ► 
f 2 = 0 . ej + 1 . e 2 + 0 . e 3 = e 2 

Para f 3 , leia a 3 ? coluna: 

— ► — ► — ► — ► 

f 3 = 1 . ej + 0 . e 2 + ( — 1 )e 3 = e, - e 3 

A seguir vamos ver um resultado útil. 


Proposição 1 Sejam E= (e, , e 2 , e 3 ), F= (f 1; f 2 , f 3 ), G =(gj ,g 2 ,g 3 ) bases. 

MN MN (*) 

Então, se E > F, F >-G, tem-se E > G 


M N , 

(*) O esquema E * F * G ajuda a memorizar resultado. 


MN 
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Sendo M = (ay), N 
'definição 


(bjj), e sendo P = (cy) a matriz de mudança de E para G, temos, por 




( 8 ) 




Substituindo fj dado em (9) na relação (8): 


( 9 ) 


3 3 


8k 


j ? J b jk (j? , a ij e i) ' j ^ , ( ? , b jk a U e i> - . f ( I , a ij b jk) e i 


( 10 ) 


Como 


«k = j?! c ik e i 


( 11 ) 


resulta 


de(10)e(ll)que c^ = 5^ a g b jk ou se í a 


P = MN. 


Observação 

Se você não está habituado a usar somatória como acima, o jeito é escrever tudo 
por extenso; você verá que o que se fez não é complicado, e perceberá a vantagem do uso de 
somatória. 

M M “ 1 

Corolário: Se E * F, então F ► E. 

Demonstração 

A matriz de mudança de E para E é a matriz identidade I (por que?). Sendo N a matriz 
de mudança de F para E temos, pela proposição acima, que MN - 1, logo N = M" 1 . 


E 


M 


F 

I 


N 


E 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS (continuação) 

4. Ache a matriz de mudança da base F para a base E no caso do Exercício Resolvido 1 . Exprima 
e i . e 2 . eá segundo a base F. 

Resolução 

M 

Sendo E ► F, vimos no referido exercício que 


M = 


1 0 0 

-1 0 1 

0 1 1 


então F 




-1 


E, e precisamos calcular M 


-i . 


A matriz dos cofatores de M é: 


Então 


■1 1 -1 
M„ = | 0 1-1 

0-10 

M" 1 = difM- M c 


onde M 


indica a transposta de M c . No caso presente, 


"-1 

0 

0 " 


1 

0 

0 ’ 

1 

1 

-1 

= 

-1 

-1 

1 

-1 

-1 

0 


1 

1 

0 _ 


Esta é a resposta da primeira parte do exercício. Quanto à segunda, decorre facilmente do 

M' 1 

conhecimento de M , pois F ► E. Então 


e i - fi - f 2 + f 3 (v. 1? coluna de M 1 ) 

= -f 2 + 13 (v. 2? coluna de M _1 ) 

H ► — > . 

e 3 = f 2 (v. 3a coluna de M ) 

5. Sendo E = (e, , e 2 , e 3 ), F = (f 1; f 2 , ? 3 ), G = (g 2 , g" 2 , g" 3 ) bases, onde 


-* ->■ -*■ 

e] = f t + 2f 2 

— ► 

e 2 = fi - f 3 

-*■ 

e 3 — f 2 + f 3 



(I) 


(II) 


e 3 
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ache as matrizes de mudança de 


(i) E para F 

(ü) 

F para G 

(üi) 

E para G 

(iv) F para E 

(v) 

G para F 

(vi) 

G para E 


Resolução 

M 

Sendo E * F, então F 

M" 1 = 

e daí, 

M = (M- 1 )- 1 = 


M' 1 


1 1 

2 0 

0 -1 


-1 1 
2 -1 

2 -1 


0 

1 

1 


-1 

1 

2 


E. Das relações (I) resulta imediatamente 


(resposta de (iv)) 


(resposta de (i) ) 


N M MN 

Sendo F ► G, E ► F, então E *• G. De (11) vem imediatamente 


logo 


MN = 


1 1 0 
-2 0 1 

0 1 -1 


(resposta de (iii) ) 


M- 1 


O 


o 
1 


1 1 o" 

-2 0 1 

= 

2 0 1 


-2 0 1 

1 

O 
1 


1 

O 

i 


0 1 -1 . 


N = 


11 1 
2 3-1 

2 1 -2 


(resposta de (ii) ) 
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N N" 1 

Como F *■ G, então G ► F; calculando, resulta 



-5/3 

1 

-4/3" 



isr 1 = 

2/3 

0 

1/3 

(resposta de (v)) 



-4/3 

1 

-5/3_ 



MN 

(MN)' 

-1 




Sendo E * G , então G 


— » E. 

Mas 




-5/3 

1 

-4/3' 


'l 1 

O" 

(MN) -1 = N^lVr 1 = 

2/3 

0 

1/3 


2 0 

1 


-4/3 

1 

-5/3 


0 -1 

1 


' 1/3 

-1/3 

-I/3] 



(MN) -1 = 

2/3 

1/3 

1/3 

(resposta de (vi)) 



2/3 

1/3 

-2/3 ' 

j 




->• 






6. Sejam E= (ei,e 2 ,e 3 ) e F = (f 1 , f 2> f 3 ) bases tais que 

Ij C j “3 Cj 
-> -► -> 
f 2 = e 2 + e 3 

f 3 - e] - 2e 2 

Sendo iT= 3e l + 4 <T 2 - e 3 , ache as coordenadas de u* em relação à base F. 


Resolução 


Sendo E ~- F 


NT 1 


3 

4 
-1 


temos, por (7), que 


J F 


Temos 

M = 

1 0 r 

-3 1 -2 

e daí M 1 = 

'-2-1 l' 

0 0 1 


0 10 


. 3 1-1. 



56 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Então 


Portanto, u = 


M' 1 

- 11 ?, 


3 


'-2 

-1 

■ 

1 


3’ 


'-if 

4 


0 

0 

1 


4 


-1 

.-■1 j 


3 

1 

-1 . 


-1. 


14. 


-% + 14?3, ou u= (-11,-1, 14) f . 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 . Dê a matriz de mudança da base E = (e, , e 2 , e 3 ) para a base F = (f , , f 2 , f 3 ) nos casos 


(a) f, = -3e, +e 2 + e 3 

— ► — ► -► —*■ 

f 2 = e, — 2e 2 + e 3 

-*■ -* -* 

f 3 = e] + 2e 2 


( b ) ?i = - ? 3 

— ► — ► 

f 2 = 3ej 

f 3 = 4ej - 3e 2 


2. Sendo v = — 4f , + f 2 — f 3 ache v em função de ej , e 2 , e 3( nos casos do Exercício 1. 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► 

3. Sendo E = (e, , e 2 , e 3 ), F = (f, , f 2 , f 3 ) bases, com 

?! = 2e, -? 3 

f 2 = e 2 + 2e 3 

— ► -> 

f 3 = 7e 3 

— > — > — ► — ► — ► 

e w = ej + e 2 + e 3 , ache w em termos da base F. 


4. Sejam E =(e,, e 2 , e 3 ), F = (fj , f 2 , f 3 ), G = (gj , g 2 , g 3 ) bases, com 

g, = e[ + e 2 + e 3 


-> VJ -V 1 -> 

e, =— f,- 7 f s 


- i - V7 

e- = — + f 3 

2 2 


g 2 = ei + e 2 


e, = 1 - 


g3 = e l 


Ache todas as matrizes de mudança. 



CAPITULO 8 


ÂNGULO ENTRE VETORES 
PRODUTO ESCALAR 


Consideremos os vetores não nubs u e v. Tomemos um ponto 06E 3 , e sejam P, Q€ E 3 tais 
que u = OP , v = OQ. Seja 8 a medida em radianos [graus] do ângulo POQ satisfazendo 
O<0<* [O<0< 180]. 



A 

obteríamos que a medida em radianos [graus] de P’0’Q’, ainda seria 8 (veja a figura). 


Definição I 

O número 6 se chama medida em radianos \graus\ do ângulo entre u e v. 

— ► — ► 

Procuraremos agora uma expressão que nos forneça 6 em termos de u e v. Para isso, fixemos 

— ► — ► “► — y — ► 

uma base ortonormal (i, j, k), e sejam u = (x, , y, , z x ) e v = (x 2 , y 2 , z 2 ) (lembre-se de que. 
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sendo a base ortonormal, a norma de qualquer vetor pode ser calculada como vimos no 
Capítulo 6. isto é. 

w=(a,b,c) =» H w || = Va 2 + b 2 + c 2 ). 


Aplicando a lei dos co-senos ao triângulo POQ resulta 


Mas 



( 1 ) 


HQPII 2 = || OP — OQ || 2 = || u — v || 2 = ||(x, — x 2 , y, -y 2) z, - z 2 )|| 2 = 

= (x, - x 2 ) 2 + (yi -y 2 ) 2 +(z, z 2 ) 2 = x 2 + y 2 + z 2 + x 2 + y 2 + z 2 -2(x,x 2 +y,y 2 + z,z 2 ) 


Substituindo em(l), resulta 

|| u || || ãT II cos Q = x, x 2 + y, y 2 + z, z 2 (2) 

expressão esta que nos permite calcular cos 9, pois II u II = \/x 2 + y 2 + z 2 e II v || = V x 2 + y 2 + z 2 . 


Observemos (2). Ela nos mostra que a expressão x t x 2 + yi y 2 + Zi z 2 não depende da base ortonor- 
mal fixada, pois o primeiro membro não depende. Em outras palavras, se você tomasse outra base 

ortonormal (?, 7, k’) e escrevesse u = (x’, , yj , z,’), "v = (x 2 , y 2 , z 2 ), então x| x’ 2 + y\ y’ 2 + z\ z 2 = 

— ► — ► — ► — ► 

x i x 2 + yiy 2 + Ziz 2 (= Hull . || v || cos d). Observemos também que se u ou v são nulos, a expres- 

são do 2? membro é nula. 


Definição 2 

— ► — ► — ► — ► 

Chama-se produto escalar dos vetores u e v ao número u . v ( * ) dado por 






0 

se u = 0 ou v = 0 

-► -»• 

U - V “ ' 

llull II vil cose 

y — ► — y — ► 

seu^O e v^=0, 


sendo 6 a medida do ângulo entre u e v. 


( 3 ) 


(*) Usa-se também a notação u x v. 
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De acordo com o que vimos acima, podemos escrever 


u • v = XjX 2 + yjy 2 +ZjZ 2 


desde que as coordenadas usadas se refiram a uma base orronormaL 

1 — y — ► — ^ — ► 

Resulta de (3) que se u £ 0 e v^O então 



Observe que decorre da própria definição que 


u li — v u • u 


pois u • u = X! X! + yi yi + Zj z, = x* + y\ + z\ = || u || 2 


Proposição 1 

Quaisquer que sejam u, v% w de V 3 e qualquer que seja X real, tem-se 

1. U*(v + w)=U-V + U'W 

2. u • (Xv) = (X u) • v = X(u ■ v) 

3. u • v = v • u 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► 

4. u*u>0;u , u = 0°u = 0. 

As demonstrações são extremamente simples. A n? 4, por exemplo, decorre de || u" || 2 = ii • ~u; 
as outras seguem da definição. Deixamo-las a seu cargo. 


Proposição 2 


Demonstração 


ulv *> u • v = 0 


Se u ou v é nulo, é imediato. Senão, decorre da fórmula (5), que nos diz que 

-*-*■ (*) n 

U‘V =0 o COS 0=0 o 0= o ulv 

2 


<*) Lembre-se de que 0 < 0 < 7T. 
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Observação 

A Definição 2, a fórmula (6) e a Proposição 2 nos permitem caracterizar as bases orto- 
normais do seguinte modo: 

"uma condição necessária e suficiente para que uma tripla (e,, e 2 , e 3 ) de vetores de V 3 
seia uma base ortonormal é que 

e, • e, = e 2 • e 2 = e 3 • e 3 = 1 (7) 

e 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► 

e i ‘ e 2 = e i ' e 3 = e 2 • e 3 = 0 (8) 

Resumindo: e s • e; =■ ’ SC .' . De fato, (7) garante que os vetores e. , e 2 e e 3 são unitários, 

J iO, se i t J 

e (8) garante que eles são dois a dois ortogonais. Restaria apenas provar que (ej, e 2 , e 3 ) é LI. 
Para isso, sejam a , , a 2 , a 3 números reais tais que 


“*• -*■ -*• 
a 1 e 1 +a 2 e 2 +a 3 e 3 =0 


Multiplicando escalarmente por e, , e aplicando a Proposição 1 (partes 1 e 2), obtemos: 
ai(ei •e'i) + n 2 (e 1 •e 2 ) + a 3 (7i -"e 3 ) = 0. 

e por (7) e (8), chegamos a a! . 1 + a 2 . 0 + a 3 . 0 = 0 ou seja a] = 0. 

Procedendo de modo análogo, você pode provar quea 2 =0ea 3 = 0. Segue-se que (íT, ,^ 2 , ^ 3 ) 
é LI. 

Atenção 

Evite o erro seguinte: sendo u • v = u ■ w , cancelar u e concluir que v = w . Isto é falso! 
Veja um procedimento correto: 


u • v = u • w o u , v-u - w = 0 ,=> u • (v — w) r= 0 ui(v-w) 


a última equivalência sendo garantida pela Proposição 2. e a penúltima, pela Proposição 1 (partes 
1 e 2, com X = - 1 ). Para obter concretamente um contra-exemplo, tome u = ( 1 , 0, 0), v = (4, 2, 1), 
w = (4, 1 , 1 ). em relação a uma base ortonormal. Então v ^w, e u • v = 4 = u • w. 
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EXERCÍCIOS resolvidos 

É fixada uma base ortonormal 

— ► — ► 

1. Ache a medida em radianos do ângulo entre os vetores u=(2,0,— 3) e v = (l, 1,1). 

Resolução 

Temos 

"u • — (2, 0, — 3) • (1, 1, 1)= 2 . 1 + 0. 1 +(-3) . 1 = - 1 
|1 u II = 11(2, 0,-3) 11= V 2 2 + 0 2 +(-3)* = Vn 
II vil =11(1, 1, 1)||= V1 2 + l 2 + l 2 = ^3 
— ► — ► 

“* “'iítítítt' "ttttt ‘ “ vir 

A . 1 , 

.. 6 = arc cos (- 

— ► — ► 

2. Ache a medida em graus do ângulo entre os vetores u = (1, 10, 200) e v = (-10, 1, 0). 

Resolução 

Temos 

u -"v = (l, 10, 200) • (-10, 1,0)= 1 .(-10)+ 10. 1 +200 . 0 = 0 
— ► — ► 

Logo: u 1 v, e d = 90 (em graus). 


3. Mostre que 
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Resolução 


I U + V II 2 = (u + v) • (u + v) = u ♦ (u + v) + V • (u + V) 


U • U + U • V + V • u + v • v = 


II ,,ri — ► - ► "" ► - ► 1 1 ► 1,2 

= II U II 2 + U • V + U • V + II V II 


u || + 2 u • v + || v II 2 


■y (Ilu + v|| 2 -llull 2 - |7l 2 « 

= y(llull 2 + 2u- v+IUII 2 - llull 2 - llvll 2 ) = u - v 


4. Demonstre a desigualdade de Schwarz: 


u • V | < llull II V 


Resolução 


Se u ou v é nulo, é imediato, pois ambos os membros se anulam. 

Seti =f=0 e vV 0, então a desigualdade de Schwarz resulta imediatamente de 


cos 6 = 


e | cos 6 | < 1 . 


Observe que a igualdade vale se e somente se um dos dois vetores é nulo ou, caso contrário, se 
I cos 6 | = 1 (veja o Exercício 26c). 

5. Se (e] , e 2 , e 3 ) é uma base ortonormal e u E V 3 , então 

u = (u-"e,)e, + (u •e 2 )"e 2 + (u*7 3 ) 7 3 

(veja a 1? observação após o Exercício Resolvido n? 7). 

Resolução 

Sabemos que existem (únicos) Oj . a 2 , a 3 reais tais que 


u - tt] e ( + a 2 e 2 + a 3 e 3 
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Multiplicando escalarmente por ei ambos os membros, resulta 


u • e, - c*! II ej II 2 + a 2 e 2 ■ ej + a 3 e 3 • e, 

— ^ ^ — ► — ► 

Como a base é ortonormal tem-se ||e t || = 1, e 2 •e 1 =0, e 3 • e, = 0 . Logo 


u • e, = a i 


Analogamente, utilizando e 2 e e 3 , respectivamente, chega-se a 


u • e 2 = a 2 


u • e 3 = a 3 


Substituindo ( 0 ), ( y ), ( 6 ), em ( a ), obtém-se a igualdade desejada. 


6. Prove que as diagonais de um quadrado são perpendiculares. 


Resolução 

Considere um quadrado • A B C D como na figura. 
— ^ ' — ► — ► — >■ 

Então, sendo u = AB, v = BC, basta provar que 
(u + v) • (u — v) =0. 



(u + v) • (u — v) = u • u — u • v + v • u — v • v = || u || 2 — II v || 2 = 0 


já que II u li = || v | 


Pergunta: Onde entrou o fato de ser u 1 v ? Veja o Exercício 22a. 


7. Seja v =£ 0 fixado. Dado um vetor w, existe um único par ordenado (w, , w 2 ) com w l //v, 

— ► — y — > — y — >■ — > — > — ► — >• 

w 2 lv e w= Wj +w 2 ; w, se chama projeção de w na direção de v (ou sobre v), e se indica 
por proj w 




Geometria Analítica: um tratamento vetorial 



Resolução 

Como w, // v, temos 


Wi 


= X v 


(a) 


donde w = X v + w 2 . Multiplicando escalarmente por v, obtemos w . v = X || v || + w 2 • v- 


= X I! v II* (poisw 2 iv). Daí, X : 


w • v 


Substituindo em ( a ) resulta a tese. 


Observações 


é unitário. II v II = 1 , então 


proj — w = (w • v) v 


O Exercício ResoX'do n° 5 pode, então, ser re-enunciado como segue: 


“Se (ê^ , e 2 . e 3 |é uma base ononormal e u G V 3 , então 


u = proj-^ u + proj-^ u + P r °j"e 3 u 
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logo, chamando de t o vetor (u • e 3 )e 3 , devemos ter 

-> -* -*-*-* -V -+ -V 

t = u — (u^e^ej — (u*e 2 )e 2 

— ► — ► — ► — ► — > — ► 
Considere agora o vetor t, definido por esta expressão. Então t i= 0 (senão (e l5 e 2 , u) seria 

LD) etle b t le 2 , pois 

t-e, = (u-(u-e,)e! -(u-e 2 )e I )*e 1 

->■-> -V -V -V -V 

= u • e, -(u • ejHe, • e,) - (u • e 2 ) (e 2 • ej) 

= u • e! — u • ej = 0 
-► 

— ► — ► — ► t 

e analogamente t • e 2 =0. Assim e 3 = - v — resolve o problema. 

n?ii 


Observação 

__ — ► 

E importante que você tenha uma visão geométrica da construção de t , para escrever 

sua expressão sem decorá-la. Veja na figura que t se obtém subtraindo de u suas projeções 
— ► — ► 

ortogonais sobre e! e sobre e 2 . 



Fixa-se uma base orronormal. 

-> — ► 

1 . Ache a medida em radsmos do ângulo entre u e v nos casos 


a) u = (1, 0, 1). 


(- 2 . 10 . 2 ) 
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b) u = (3,3,0), v = (2, 1,-2) 

c) u = (-1, 1, 1), v = (1, 1, 1) 

d) " = ( T^’Í’ 0)lT = 

e) u = (300, 300, 0), v = (-2000,-1000,2000) (procure vetores com coordenadas 
mais simples tais que a medida do ângulo formado seja a mesma). 

— ► — ► 

2. Ache x de modo que u 1 v nos casos 


a) 

u = (x, 0, 3), 

v = (1, x, 3) 


— ► 

— ► 

b) 

u = (x, x, 4), 

V = (4, X, 1) 

c) 

u = (x+1, 1,2), 

v = (x- 1,-1, -2) 


— ► 

— ► 

d) 

U = (x, —1,4), 

v = (x, -3, 1) 


3. Sejam A, B e C três pontos de E 3 , e sejam c = BA e a = BC. Mostre que o vetor 


c a *■ 

u= -psj- + paralelo à bissetriz do ângulo ABC. Interprete este resultado, relacionan- 


do-o com uma conhecida propriedade dos losangos. 

— ► — ► — ► — ► 

Sugestão: Calcule os co-senos dos ângulos entre u e c e entre u e a, e compare-os. 

4. Ache u tal que II u || = 3 V^3 e ué ortogonal a v = (2, 3, — 1) eaw = (2, -4, 6). Dos “ u ” en- 
contrados, qual o que forma ângulo agudo com o vetor (1 , 0, 0)? 


5. Ache u ortogonal a v = (4, — 1 , 5) e a w = (1 , — 2, 3), e que satisfaz u • (1, 1 , 1) = — 1. 


6. Ache u de norma , ortogonal a (2, 1 , — 1), tal que (u , ( 1 , J , 1 ), (0, 1,-1)) seja LD. 


7. Ache u tal que ff u || = n/~ 2, a medida em graus do ângulo entre u e (1 , -1 , 0) seja 45, e 

iJ 1(1, 1,0). 
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8. Calcule AB * DA sabendo que o tetraedro ABCD é regular, de aresta unitária. 

s Q Calcule || 2 "u + 4^ || 2 , sabendo que II u || = 1, ||~v || = 2, e a medida em radianos do ângulo en- 

-c , 2 rr 

tre u e v e . 

3 

10. Se A, B, C são vértices de um triângulo equilátero de lado unitário, calcule: 

AB • BC+ BC • CA+CA • AB 


— ► — y — ► — ► 3 — : ► . 1 .. — ► . . . — *- — *- — > — ► — * — > 

1 1 . Se u + v + w = 0, II u || =— , || v || = — , || w || =2, calcule u»v + vw + w*u. 


^12. A medida em radianos do ângulo entre ti e~v é . Sabendo que || u || = VT, e || \T|| = 1 , 

— ► — ► -> 

ache a medida em radianos do ângulo entre u + v e u - v. 

— ► — > “ ► — ► ' — ► 

13. Fixada uma base ortonormal (i, j, k), e tomado v ^ 0, chamam-se co-senos diretores de v 
relativamente à base fixada os números cos a, cos 0, cos 7 , onde a, 0, 7, são as medidas dos 
ângulos que v forma, respectivamente, com i, j, k. 


a) Sendo v = (x, y, z), prove que 
x 

cos cr = — r \ = , cos0 = 


, p , cos 7 -- 

V x ! t y 1 t z 1 V x 2 + y 2 + z 2 V x 2 + y 2 + z 2 


b) Prove que 

cos 2 a + cos 2 0 + cos 2 7=1. 


c) Prove que os co-senos diretores de v são as coordenadas do versor de v, isto é, de 

t II v 
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d) Sendo d a medida do angulo entre v 2 e v 2 , de co-senos diretores cos aq , cos ^ , cos 7 ! 
ecos a 2 , cos 0 2 , cos 7 2 , respectivamente, mostre que 

cos 9 = cos (*! cos a 2 + cos /Jj cos 0 2 + cos cos 

e) Ache os co-senos diretores de v = ( 1 , -3, Vó” ) e de — v. 

— ► — > — ► — ► — ► 

f) Sendo E = (e 1} e 2 , e 3 )e F=(f l9 f 2 , f 3 ) bases ortonormais, mostre que a j-ésima coluna 
da matriz de mudança de E para F é formada pelos co-senos diretores de fj em relação 
aE. 

— ► — ► 

14. Ache a projeção do vetor w na direção do v nos casos 


a) 

w = (1,-1, 2) 

v = (3,-1, 1) 


— ► 

— ► 

b) 

w = (-1, 1, 1) 

v = (-2,1,2) 

c) 

W = (1,3,5) 

v = (-3,1,0) 


15. Decomponha w = (— 1 , —3, 2) como soma de dois vetores w 2 e w 2 , com w, paralelo ao vetor 
— ► 

(0, 1 , 3) e w 2 ortogonal a este último. 


16. Decomponha w = (1, 0, 3) como soma de dois vetores Wj e w 2 , com w, , (1, 1, 1), (-1, 1, 2) 
linearmente dependentes e w 2 ortogonal a estes dois últimos. 


17. (Processo de ortonormalização de Gram-Schmidt.) Dada a base (f t , f 2) f 3 ) ache uma 
base ortonormal (ei, ej , e^) tal que ej // f 2 e (T 2 seja combinação linear de f 2 e f 2 . 

Aplicação fj =(1,2,2), ~f 2 =(1,0,1), "f 3 =(l,l, 1). 

-*■ 

fj ^ 

Sugestão; e] = — rr — ; use o Exercício Resolvido n? 7 para escrever diretamente e 2 ; use 

« II f, II 

o Exercido Resolvido n? 8 para escrever diretamente ê^. 
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i 8. Prove que ( U v II u + II. u II v ) i ( II v II u — II u || v ) 

— ► — > — ► — ► -> —>■ — ► — ► 

] 9. Prove q ue se u 1 (v — w) e v 1 (w — u), então w 1 (u — v) . 


20. Mostre que u • v 


4 *■ 


u + v || — || u — v || ); e que u • v = 0 ° || u + v || = || u - v 


21. Mostre que as diagonais de um paralelogramo têm mesma medida se e somente se o paralelo- 
gramo e' um retângulo. 


Sugestão. Traduza para || u + v || = || u — v || ° uiv. 

22. Mostre que as diagonais de um losango: 



a) são perpendiculares e reciprocamente, se um paralelogramo tem as diagonais perpendi- 
culares, ele é um losango; 

b) bissectam os ângulos internos. 


23. a) Mostre que a mediana relativa à base de um triângulo isósceles e' perpendicular à base e e' 
bissetriz do ângulo do vértice. 

b) Mostre que se um triângulo é isósceles, os ângulos da base são congruentes (isto é, têm 
a mesma medida). 

c) (Recíproca de (b)) Mostre que se um triângulo tem dois ângulos congruentes, ele é isósce- 
les. 


24. Mostre que as bissetrizes de ângulos adjacentes suplementares são perpendiculares. 



m 


Sugestão: Exercício 3 
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25. Mostre que a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é 
igual à soma dos quadrados dos comprimentos dos quatro lados. 


Sugestão: Mostre que 


|u+^|| 2 + ||u-t II 2 =2(llu|| 2 +||t I! 2 ) 



26. Mostre que 


a) II x + y ll< II x || + || y II (propriedade triangular) 


b) | II x II - II y II I < II x - y 


c) | x • y | = || x || II y II «• x, y sío lineares dependentes 


Sugestão 


a) II x + y || 2 = II x || 2 + 2x • y + || y || 2 . Use ~x • y | x^ • ~y | < II x^ II ||"y 


(Desigualdade de Schwarz.) 


b) A desigualdade equivale a 


x — y IK II x II - II y IK || x — y 


Escreva x = (x - y) + y. Use a parte a. 


- - - - - II v II II u || ^ 

27. Sendo u ^ 0 , v 0 , w = — — — u + — — — — v , prove que w forma ângulos 

II u || + || v II II u II + || v|| 

— y — >■ 

congruentes com u e com v. 


28. a) P^ove a relaçao de Euler 


BA • DC + AC • DB + CB • DA = 0 
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b) Prove que se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, as duas arestas 
restantes são também ortogonais. 

c) Prove que as alturas de um triângulo passam por um mesmo ponto (este exercício já foi 
proposto no Capítulo 4; usando a relação de Euler, sua resolução fica muito simplificada). 

29. 0 objetivo deste exercício é resolver a equação 

x • u = m (iT ^ cSY** ( a ) 

Vamos tentar visualizar geometricamente o conjunto-solução V da mesma. Como 
_ X * li 

proj -*• x — - — u (Exercício Resolvido n9 7), temos que V é o conjunto dos x cuja 
u II u II 

—V 

projeção sobre u é m — r* 

llu II 2 

Esta observação já nos dá uma idéia de V 

Tomando 0 6E 3 ,esendo 
> 

„ n , m u 
P 0 = U+ — =s 7 , ~zz ~ , vemos que se 
° llu II llu II 

P pertence ao plano rr que contém 

P 0 e é ortogonal a então x = OP 

— ► 

é solução, pois a projeção de x na 

direção de u é u e e * acl l 

1 II u II 

se convencer que todo x solução de 
(a) se obtém assim. 

Então 

— > 

* „ _ * m u 

x =0P = P P + OP = PP + — — 

llu || llu II 


(') Caso u = 0, a equação não tem solução se m 0, e qualquer x £ V 3 é solução se m=0. 
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Tomando a e b vetores linearmente independentes e paralelos a ir , podemos escrever 

— *• ->-*■ ->->•-> m -► . , 

P n P = \a+Mb, logo x= Xa+/tb + u ( 7 ) 

II u II 2 

Quando X e percorrem IR, x percorre V, o conjunto solução de ( a ). 

Para justificar rigorosamente as afirmações, indicamos os passos seguintes, deixados como 
exercício. 


Considere a equação homogênea 

x • u = 0 (u * 0 ) 

Vamos fixar uma solução particular de ( a ), que denotaremos por x 0 . 


( 0 ) 


a) Mostre que o conjunto-solução de (0) é o conjunto dos vetores da forma X a + b , onde X 

— ► — ► 

e n percorrem lR,e a e b são dois vetores fixados, linearmente independentes e ortogonais 
a u. 

b) Mostre que se x é solução de (a) então x — x 0 é solução de (fi) (isto é, existem X,/t 6 IR 

— ► — > — ► — ► — > 

tais que x = x 0 + Xa+/ib)e que todo x dessa forma é solução de (a). 


c) Mostre que x c = 


m u 


é solução de (a). 


d) Conclusão: de (a), (b), (c) concluímos que o conjunto-solução de (a) é formado pelos x 
dados por ( 7 ), onde Xe ft percorrem IR. 


30. Resolva o sistema 
x + y = u 

-y -► -* 

x • v = m (v^O) 


—y —y —y —> — y 

3 1 . Mostre que se E = (e! , e 2 , e 3 ) e F = (fj , f 2 ,f 3 ) são bases ortonormais, então a matriz M de 
mudança de base de E para F satisfaz M . M l = M' . M = I, onde I é a matriz identidade (ma- 
trizes com tal propriedade chamam-se matrizes ortogonais). 
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Sugestão: Sendo M = (a jj) , use as relações 


-* 

n 



0, se i # j 
1 > se i = j 


para concluir que 


i +a 21 +a 31 

= 1 


+ 4 +a 3 2 

= 1 


+ a 23 +a 33 

= 1 


3 12 +a 2i a 22 

+ a 3i a 32 

= 0 

a !3 +a 2i a 23 

+ a 3i a 33 

= 0 

a i3 +a 22 a 23 

+ a 32 a 33 

= 0 


e daí que M 1 . M = I 
Observações (verifique-as!) 


1 . M é ortogonal o M - 1 = M* 

2. M é ortogonal o o produto escalar de dois “vetores-coluna” (linha) é nulo se eles forem 
distintos e igual a 1 no outro caso. 

3. Se M é ortogonal, então detM é 1 ou -1 . 

32. Reconheça as matrizes ortogonais: 


1 

0 

1 


b) 

1 

0 

0 

2 

1 

0 

' 


0 

2 

1 

0 

1 

■% 

-1 



0 

1 

1 
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1 

0 

d) 

i 

0 

-1 

2 


V2 


1 

^3 

0 


1 

0 

i 

T 

2 


sfl 

VT 

0 

0 

1 


0 

1 

0 








i 

2 

2 


6 


■ 




0 


3 

2 

3 

3 

3 


7 



2 

-2 

1 


2 

C. 

”3 

3 

3 

3 


T 

O 

J 

2 

1 

-2 


3 


£ 

3 

3 

T 


7 

— z 

O 

. 


33. Ache as inversas, das matrizes ortogonais do exercício anterior. 


34. Mostre que uma matriz ortogonal 2x2 deve ser de uma das formas 


- 

- 


- 

- 

cos a 

—sen a 


cos a 

sen a 



ou 



sen a 

cosa 


sen a 

—cos a 


Sugestão 


M = 


a 


c 


b 

d 


, detM = ± 1 . 


35- Na figura ao lado, temos um cubo de aresta 
unitária. Considere os vetores 

<T, = DÍ?, e 2 = DC , £3 = DA , 

* 

iNcd+cb.v^dcNcb’ 

e w = G(f . 


Iguale : M 1 = M* . 
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a) 

b) 

c) 


Explique por que E = (e, > e 2 , e 3 ) é uma base ortonormal. 


Calcule as coordenadas de u, v e w em relação à base E. Calcule || u || e II v II. 

-*• 

U ^ V 

lul 


Mostre que F = (f i , % » * 3 ) é uma base ortonormal, sendo % = . , % = 


% = w. 


d) Obtenha a matriz M de mudança da base E para a base F e a matriz N de mudança de F 

para E (veja o Exercício 31). 

e) Calcule as coordenadas do vetor HB em relação à base E e em relação à base F (veja o 
Exercício Resolvido n? 5). 


' ^ ^ ^ 1 ^ y y ^ 1 y ■ 

36. Seja E = (i, j ? k) uma base ortonormal. Sendo u = (i + j — k) v = — (j + k) e 

VI V2 

*+ —► — ► — ► 

i w = (2i — j + k), prove que F = (u, v, w) é uma base ortonormal e calcule as coordena- 


das do vetor a - 3i — 2j — k em relação à base F (veja o Exercício Resolvido n? 5). 





CAPÍTULO 9 


ORIENTAÇÃO DE V 3 

UFFE CCE1 

M EI 

B1BL1Ü 


• Considerações intuitivas 

Provavelmente, você vai achar muito estranho o objetivo deste capítulo: queremos “orientar 
o espaço”. À primeira vista, não há nada de intuitivo nessa idéia, mas antes que você pense que 
se trata de “loucura de matemáticos”, vamos fazer algumas analogias. 

“Orientar uma reta r” você sabe bem o que é. Trata-se de escolher um sentido para r. Como 
dizer isto de modo preciso? Ora, fixando um vetor paralelo a r, podemos considerar a classe 

A de todos os vetores que têm mesmo sentido que v, e a classe B dos que têm sentido contrário 
(isso foi definido no Capítulo 1). Indicando por V 1 o conjunto dos vetores paralelos a r, vemos 
que V 1 — {0} = AuBeAnB = 0. Qualquer vetor de Adá à reta r a mesma orientação, e qual- 
quer vetor de B dá à reta r a mesma orientação, contrária à anterior. Podemos então dizer que 
A e B são as duas possíveis orientações de r (ou de V 1 ). Escolhida uma delas, r (ou V 1 ) está orien- 
tada. Repare que, na prática, tudo consiste em escolher um vetor LI (portanto não-nulo) paralelo 
a r, e classificar os vetores não-nulos paralelos a r pelo critério do “sentido”. 

E se quisermos orientar um plano rr? Intuitivamente falando, trata-se de escolher um sentido 
para as rotações desse plano: horário ou anti-horário (como você sabe isto é muito útil em Trigo- 
nometria, por exemplo). Vamos dizer isso usando uma linguagem semelhante à utilizada no caso 
da reta. Inicialmente adotamos um critério de comparação entre pares ordenados LI de vetores 
paralelos a 7T: diremos que (u", v) é um par horário se a rotação que ii deve realizar para se super- 
por a~v pelo caminho mais curto (é claro que estamos falando dos representantes) forno sentido 
dos ponteiros do relógio; caso contrário'; dizemos que o par ordenado (u , v) é anti-horário. 

77 
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Consideramos, então, a classe A dos pares horários e a classe B dos anti-horários. Cada par ordena- 
do LI de vetores paralelos a it pertence a uma só dessas classes. Dizemos então que A e B são as duas 
possíveis orientações de tr (ou do conjunto V 2 dos vetores paralelos a tr). Escolhida uma delas, 
n (ou V 2 ) está orientado. Observe que na prática tudo consiste em escolher um par ordenado LI 
de vetores paralelos a ff e comparar os demais com ele pelo critério descrito acima. Observe ainda 
que se dois pares são da mesma orientação, um deles pode ser deformado continuamente até se 
superpor ao outro, respeitada a ordem dos vetores, sem que se perca a independência linear em 
nenhuma etapa do processo. 

Cremos que agora a idéia de orientar o espaço já lhe parecerá menos esdrúxula. Intuitiva- 
mente falando, as bases E = (?j , e^ , ) e F = (7, , ) têm mesma orientação se uma delas 

pode ser deformada continuamente na outra, sendo que durante a deformação os três vetores 
nunca deixam de formar base. Veja a figura. 



Ela ilustra o fato de que E e F têm mesma orientação. A figura seguinte, por outro lado, 
mostra que E| = ({Ti, ~e 2 > -eá ) não tem mesma orientação que F, pois você consegue deformar 
continuamente Ej = (e, , e 2 , -<T 3 ) em F, mas vai haver um instante da deformação em que os 
três vetores ficam linearmente dependentes. 
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Outro critério que se usa com freqüência, na Física, para comparar duas bases quanto à orien- 
tação é classificá-las em dextrógiras (as que obedecem à “regra do saca-rolhas”, ou à “regra da mão 
direita”) e levógiras (as que desobedecem). Veja um livro de Física ( * ). 

Como tudo isso envolve um forte apelo à intuição geométrica, surgem dificuldades na tenta- 
tiva de formalização. É possível no entanto dar um tratamento rigoroso e provar que E e F têm 
mesma orientação ° a matriz de mudança de E para F tem determinante positivo. 

Nessas^ condições é para nós mais cômodo usar esta caracterização como definição de bases 
de mesma orientação. A formulação matemática de deformação contínua nos levaria além do 
objetivo deste livro. Enviamos o leitor interessado ao Capítulo II, § 10, do livro Introduction to 
Modern Álgebra and Matrix Theory, cujos autores são O. Schreier e E. Spemer. 

Confira agora a sua intuição do que sejam bases de mesma orientação nos casos: 



(*) Por exemplo The Feynman Lectures on Physics, de autoria de R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, 
Editora Addison-Wesley, 1966, p. 204, vol. 1. 
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(Respostas: E e F têm mesma orientação nos casos a) e c), e orientação oposta em b) e d)). 


Definição 1 

Sejam E, F bases de V 1 * 3 . Dizemos que E tem mesma orientação que F se a matriz M 


de 


mudança de E para F tem determinante positivo. Nesse caso, como 


F-^»E, e det (M _1 ) = 


1 

. resulta que F tem mesma orientação que E. Dizemos então que E e F têm mesma 

det M 


orientação. Quando duas bases não têm mesma orientação elas se dizem de orientação oposta. 
Com isto. as bases de V 3 ficam divididas em duas classes, que podem ser dadas assim: escolha 
uma base E de V 3 . Considere todas as bases cujas matrizes de mudança para E tenham determi- 
nante positivo. Essas bases formam uma das classes, digamos A. As outras bases, isto é, aquelas 
cujas matrizes de mudança para E têm determinante negativo, constituem a outra classe, B. 


Observação Pode-se provar que (faremos parte disso adiante). 

1. Duas bases quaisquer de A têm mesma orientação, o mesmo sucedendo com duas bases 
quaisquer deB 
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2. Uma base qualquer de Ae uma base qualquer de B têm orientação contrária. 

3. As classes A e B não dependem da escolha da base inicial E. 

Definição 2 

Qualquer uma das classes A ou B, se chama uma orientação de V J . Escolhida uma 
delas, dizemos que V 3 está orientado e nesse caso as bases da classe escolhida são chamadas 
positivas (e as da outra, negativas). 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Prove que se E tem mesma orientação que F, e F tem mesma orientação que G, então E tem 
mesma orientação que G. (Propriedade transitiva) 

Resolução 

M N MN 

Sendo E — > F, F - — * G, sabemos que E * G. Por hipótese, 

det M > 0 (E e F têm mesma orientação) 

det N > 0 (F e G têm mesma orientação) 

logo det (MN) = det M . det N > 0, isto é, E e G têm mesma orientação. 

2. Prove a afirmação da Observação 1. 

Resolução 

Tomemos duas bases F e G de A. Então, por construção deA, sendo F *- E e G -— *■ E, 

MN -1 

temos que detM>0 e detN>0. Mas sabemos que F— — -» G. Então, 


det (MN - x ) = (det M) (det N~ *) 


det M 
det N 


> 0 


Logo F e G têm mesma orientação. 


R T 

Quanto à 2? parte: tomemos H e J, bases de B. Sendo H >-E e J — * E, temos que 



82 


Geometria AnaHtia * um tmtmento vetorial 


RT 1 

de: R < 2 e det T,< 0, pela própria definição deB. Então, por ser H — » J e 

i£ r RT - • = det R .itiet T _ 1 =— — - > 0 , concluímos que H e J têm mesma orientação. 

det T 


5. Mostre que as bases E = (e 1 ,e 2 ,e 3 ) e F = (-e, , e 2 , e 3 ) têm orientação oposta. 


Resolução 

Sendo E F, temos 


M 


-10 0 
0 1 0 

0 0 1 


Logo det M = -1 < 0, e a afirmação segue. 


4. Mostre que se as bases E = (u, v, w) e F = (u, v, r) têm mesma orientação, e r // w, então 

— ^ "\ — ^ ^ ^ — ► — ► 

r = A w, com X > 0 (isto é, r e w têm mesmo sentido). Em particular, se II r || = || w ||, resulta 

— ► — ► 

X = 1 e portanto r = w. 


Resolução 

Sendo E — F, temos, pondo r = X w, que 


M 


1 0 0 

0 1 0 

0 0 X 
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Por hipótese, det M > 0, logo det M = X > 0. Caso II r II = II w ||, de II r II = II X w II = 
I XI II w || = X || w II resulta X = 1 . 

f 

Faça uma figura para entender geometricamente este resultado. 


EXERCÍCIOS propostos 

1 . Verifique se as bases têm mesma orientação, ou orientação oposta nos casos 



2. Idem para E = (e! , e 2 , e 3 ) e F =(f] , f 2 , f 3 ) nos casos 


u 

II 

-*■ -*■ 
- e 2 ~ e 3 

b) fj = 

+ e 2 +e 3 

t 

II 


-*■ 



->■ 

— ► — ► — >• 

*2 

= 

-e 3 

O 

II 

-e 2 +e 3 

f 2 - e 2 + e 3 





— ^ — ► 


f 3 

= e 2 


f 3 = e i 

+ e 2 -e 3 

f 3 = e l +e 2 
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3. Prove que “ter meana orientação” é uma relação de equivalência, isto é: 

a) E tem mesma orientação que E (propriedade reflexiva); 

b) se E tem mesma orientação que F, então F tem mesma orientação que E (propriedade 
simétrica); 

r ^ 

c) se E tem mesma orientação que F e F tem mesma orientação que G, então E tem 
mesma orientação que G (propriedade transitiva). 

4. Prove a afirmação feita na Observação 2. 

5. Prove a afirmação feita na Observação 3. 

Sugestão Sejam A’ e B’ as classes obtidas pela escolha de E’. 

1? caso; Suponha E e E’ de mesma orientação. 

Então prove que A’ = A e B’ = B. 

2? caso: Suponha E e E’ de orientação oposta. 

Então prove que A’ = B, B’=A. 


Dada a base E = (ei, e 2 , e 3 ), considere as classes A e B como no texto. Decida se FeAou 

H ► — ► -V 

F£B sendo F =(f 1 ,f 2 ,f 3 ), nos casos 


-► 

-*I 

+ e 2 “■ 2e 3 

II 

f <L> 
X> 


--‘1 

— ► 
+ e 2 

-► 
e 2 = 

7,-7, 



-► 

— ► — ► 

«1 

+ c 3 

Ui 

II 

fl + f 2 + f 3 






7. Sendo E = (cj, e 2 , e 3 ) uma base positiva eF =(oíe 1 ,/?e 2 , 7 e 3 ) também, qual a relação entre 
os números cl fi, y ? 
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8. Mostre que, sendo E = (if, 7, w) e F = (7,7,7) bases de orientação oposta, e r*// w, então 

r = Xw com X < 0 (isto é,7e w têm sentido contrário). Em particular, se"re w têm normas 

— ► — ► 

iguais, resulta X= — 1 e portanto r = — w. 




Dados os vetores u e v, vamos definir um vetor a partir deles, chamado de produto vetorial de 

— ► — > — ► - > - 

u e v, o qual indicaremos por u ^ v. Para isso, deveremos orientar V , como se verá. 

Definição 

Fixemos uma orientação de V . Dados u e v de V definimos u av, produto 
— ► — ► 

vetorial de u e v, da seguinte maneira: 

— ► — y 

(i) se u e v forem linearmente dependentes, 


(ii) se u e v forem linearmente independentes, u * v será o vetor com as seguintes caracte- 


rísticas: 



— T — r i 

a) || u a v || é igual à área de um pa- 
ralelogramo definido por u e v, 
isto é, 

llu-v||= ||"u II II vil sen 9 
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onde fl é a medida do ângulo entre u e v. 


— > — ► — >• — ► 

b) u ^ v é ortogonal a u e a v. 


— >■ — t — r — r _ 

c) (u, v, u /v v) é uma base positiva de V . (Veja a figura.) 



e 2 



Atenção: JAMAIS cometa o erro de 
escrever 

u v = || u || || v || sen 0. 

Isso não faz sentido, uma vez que 

u a v é um vetor e o 2? membro 

da igualdade acima é um número real. 

O número || u || || v || sen d é, isto sim, 
— ► — y 

a norma do vetor u ~ v. Como, porém, 


vale para o produto escalar a igualdade 
v || cos d 


-r -*■ -+ 

u • v= | u 


(o produto escalar é um número real!) você será tentado muitas vezes a cometer aquele erro. 
CUIDADO! 

Observação 

— ► — ► — ► — ► - ► 

Da própria definição resulta que u v = 0 u e v são linearmente dependentes. Em 

particular, u ^ u = 0. 

Proposição 

Seja (í ,7, k) uma base ortonormal positiva. Então, sendo u = (x, , y i , z, ), v =(x 2 , y 2 , z 2 ) 
relativamente a essa base, tem-se 




—P 




i 

j 

k 


— ► — > 

U /V V = 

*1 

yi 

Z 1 



*2 

Yi 

z 2 



onde o determinante formal deve ser interpretado como sendo 


yi 

Z 1 


Z 1 

*1 

— ► 

*1 

yi 


y2 

z 2 

i + 

z 2 

x 2 

j + _ 

X 2 

y2 

k . 
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Demonstração 

Seja 


>1 

Zl 

i + 

Zl X! 

->• 
j + 

Xl 

yi 

y 2 

Z 2 


,Z 2 X 2 


X 2 

y 2 


(i) se u e v forem linearmente dependentes, então ou u = Xv ou v = Xu; logo, 


ou 


X! = Xx 2 

yi = *Y2 
z j = X z 2 


ou 


x 2 = Xxj 

y 2 = *yi 

z 2 = Xzj 


logo todos os determinantes em (1) são nulos. 

Daí 

w = 0 = u ^ v 
— ^ ^ 

(ii) Vamos supor agora u e v linearmente independentes. 

a > 


w 


yi z, 

y2 z 2 


Z 1 Xl 
z 2 x 2 


xi yi 

x 2 y 2 


= (yj z 2 - y 2 zj ) 2 + (z, x 2 - z 2 Xj ) 2 + (x! y 2 - x 2 y ,) 2 
Agora, 

llu^vJI 2 = llull 2 |fv || 2 sen 2 0 = IUI| 2 ll?l| 2 (1 -cos 2 0) 
= llull 2 Hvll 2 - llull 2 IM| 2 cos 2 0 = 

« !|u|| 2 llvll 2 -(£ -y) 2 = 

= (Xj + y] + z 2 ) (x 2 + y 2 + z 2 ) - (xj x 2 + y, y 2 + zj z 2 ) 2 


(D 


( 2 ) 
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Um cálculo simples nos mostra que esta expressão é igual a (2), logo 


ou seja 


I w || 2 = 


I W || = II u ^ V II (=£0) 


( 3 ) 


b) w * u = 


yi z i 


Z 1 X! 


Xl 

yi 


X, + 


yi + 



y: z 2 


z 2 x 2 


Xj 

yi 


*1 = 


xj yi zj 

xi yi z, 

x 2 y 2 Z 2 


= 0 


Analogamente, w • v = 0. 


Assim, wlu, wiv, donde 
w // u a v 


(4) 


c) Vamos mostrar que (if, 7, w) é uma base positiva, e portanto, pelo Exercício Resolvido n? 4 
do capítulo anterior, 


w e u a v têm mesmo sentido 


( 5 ) 


De (3), (4), (5) seguirá que u v = w, concluindo a demonstração. 
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A matriz 


M = 


yi y 2 


yi 

Z 1 

ya 

z 2 


X 1 

Z2 

x 2 

x t 

yi 

x 2 

y 2 


é a matriz de mudança de (f, j, k) para (u,v, w) (verifique!). Desenvolvendo det M pela 
terceira coluna vem 


det M = 



yi 

z i 


yi 

y 2 


Z 1 

X 1 


y2 

■h. 


Zl 

Z 2 


z 2 

x 2 


yi 

Zl 

2 

Zi 

X 1 

2 

X 1 

yi 


y 2 

z 2 

+ 

z 2 

x 2 

+ 

x 2 

y2 


X 1 x 2 


Z, Z 2 


x i yi 

x 2 y2 


A 2 


yi y2 


= II w ir >o. 


— ► — ► — ► — ► — ^ — ► 

Loeo a base (u, v, w) tem mesma orientação que a base (i, j, k), sendo portanto positiva. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
— ► — ► — ► — ^ 

1 . Calcule u ~ v sendo u = (1 , 2. 3), v = (— 1, 1, 2) (referidos a uma base ortonormal positiva 

(tltk)). 
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Resolução 


i j k 


u~v = 1 2 3 = (2.2 — 1 . 3) T + ((— 1) . 3 — 1 . 2) j + (1 . 1 — (— 1).2) Í ? = 


-1 1 2 


= i - 5 j + 3 k =(1,-5, 3) 


2. Prove que se (i , j , k ) é uma base ortonormal / \ 

positiva, então o diagrama ao lado nos dá f \ 

♦ 

todos os produtos vetoriais entre os elementos j k 

da base de acprdo com a regra: o produto 

vetorial de dois elementos é o outro ou seu oposto, conforme se siga ou não a flecha. Assim 


i ^ j = k j-vk = i k~i=j 


j a i = — k k ~ j = — i i ~ k = -j 


Resolução 


Por exemplo: 


i j k 


i ^ j = 1 0 0 


O.i + O.j + l.k = k 


0 1 0 


i j k 


O.i - l.j + O.k = -j etc. 


0 0 1 
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3. Calcule a área do triângulo ABC, sabendo que, relativamente a uma base ortonormal positiva 
(i, j, k). C 


AC = (1,1,3) 


CB = (-1,1,0) 



Resolução -^/ 

D 

Sabemos que a área procurada é metade da área do paralelogramo ADBC (ver figura), a saber 


— II AC ^ CB ||. Calculemos 


-*-*■-*■ 
i j k 


AC /.CB 


113= (-3, -3, 2) 


-1 1 0 


~ || ÃC ^ CB || = j|| (-3, -3, 2) || = -j V9+9+4 = 


4 . Mostre que u ~ v = -v /. u. 


Resolução 


Basta calcular u /. v e v ^ u conforme a Proposição 1 . 


Vejamos agora propriedades do produto vetorial. 


Proposição 2 Para quaisquer u, Uj , u 2 , v, v, , v 2 de V 3 e X G IR tem-se 


1 . u /. (vj + v 2 ) = u /> Vj + u /. v 2 
(u! + u 2 ) /- V = -^v + u 2 ^ v 
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2 . Ua(Àt)=(\u)aV = À(uav) 


3. UaV = — v~u 


(*) 


Demonstração 

São todas decorrentes facilmente da fórmula dada na proposição anterior. A título de 
exemplo, mostraremos que 


U a ( V 1 + y 2 ) = UaV!+UaV 2 , 


Tomada uma base ortonormal positiva (i, j, k), escrevamos 
u = (x, y, z) 

v, = (xi, yi.zj) 

^2 = ( x 2 -y 2,22) 

Então 

u.(v, +^>=1 


x i+x 2 yi +y 2 Z,+Z 2 


y z 


Z X 


x y 


-► 


->■ 



i + 


j + 


yi +y 2 zi + z 2 


Z 1 + Z 2 X) + x 2 


x, +x 2 y, +y 2 


y z 


y z 


Z X 


Z X 


+ 


)? + ( 


+ 


yi zj 


y2 zj 


z 1 Xj 


z 2 x 2 


(*) Já provado no Exercício Resolvido n9 4. 
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x y 


x y 

+ ( 


+ 



Xi yi 


x 2 y 2 



y z 

— ► 

Z X 

— ► 

x y 

II 

yi z, 

i + 

Zi X! 

j + 

xi y 2 


y z 

— > 

Z X 

— ► 

x y 


i + 


j + 


y 2 z 2 


z 2 x 2 


x 2 y 2 



— ► 

— ► 

— ► 


— ► 

— ► 

— ► 


i 

j 

k 


i 

j 

k 


X 

y 

z 


X 

y 

z 


Xi 

yi 

Z] 

+ 

*2 

y 2 

Z 2 


u ^ Vi + u ^ V2 


Atenção Na expressão u /» v + v ~ w, cuidado para não errar ao pôr v em evidência, 
— ► — ► — >■ 

vendo v^.(u+w). O correto é: 


u^v + v ~ w - u^v — w^v = (u — w ) 


ou então 


u^v + v^w = — v^u + v^w = v ~ (— u + w). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS (Continuação) 


Mostre que o produto vetorial não é associativo, calculando (j ~ j) 


1 e 


o4- 


Resolução : 


— ► — ► — ► — ► — ► 

(j^vj)^-i = 0^-i = 0 

j - Ü * 0 = j ^ (-k) = -i 

logo 

— ► — ► — ► — ► — ► 

(j ~j) ^ j ~(j *0- 


6 . Vale 0 cancelamento u ^ v = u ^ w 


w 


escre- 
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Resolução 

Cuidado, aqui é fácil errar. A resposta é não. Eis um procedimento correto: 


u^v- u^w <*U/nv — u^w=0°u^(v — w) = 0 ° u e v - w são LD. 


Para obter um contra-exemplo, tome u = (1, 0, 0), v = (6, 0, 0), w = (1, 0, 0). Então v#w, mas 
r* -r -*■ 
u^v=0=u^w. 


7. Mostre que o produto vetorial de dois vetores muda de sentido ao se trocar a orientação de 
V 3 . Mais precisamente, sendo AeBas orientações de V 3 , e indicando por ~ e ~ os produtos 
vetoriais relativamente a AeB, respectivamente, então 

u~v= — u ~ V 


Resolução 

— ► — ► — ► — ► 

Se u e v forem linearmente dependentes, então a igualdade acima se verifica (0 = — 0). 

— ► — ► — ► — ► ^ ^ 

Senão, temos que u ~ v e u ~ v têm mesmo módulo, e mesma direção, de acordo com a defi- 
nição de produto vetorial. Então 


u~v = euAV 


(a) 


sendo e = 1 ou e = — 1 . Para decidir isto, observemos que pela definição de produto vetorial, 
(u, v, u ^ v) GA, e (u, v, u 7- v)GB, Então, o determinante da matriz M de mudança de base 
da primeira para a segunda base deve ser negativo. Mas 


M 


1 0 0 

0 1 0 

0 0 e 


det M = e 


96 


Geometria AnaUtíca: um tratamento vetorial 

e como deve ser det M < 0, resulta e < 0 donde e = - 1 . Substituindo em (a) resulta a 
tese. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

* — ^ ^ 

E fixada uma base ortonormal positiva (i, j, k). 

^ — ► — ► — ► - ► 

l.j Calcule u ^ v e v ^ u nos casos 


a) 

u = (6, 

-2, 

-4), 

— ► 

V = 

(-1,-2, 1). 

b) 

u = (7, 

0, 

-5), 

V = 

( 1, 2,-1). 

c) 

u = (1, 

-3, 

O, 

—*■ 

V = 

( 1, 1, 4). 

d) 

u = (2, 

1, 

2), 

-► 

V = 

( 4, 2, 4). 


2. Calcule o momento em relação ao ponto O da força 7= (-1 3, 4), aplicada ao ponto Ptal 
que OP= (1, 1, 1) (este momento é OP ^fj. 


• 3 A medida em radianos do ângulo entre uevé — . Sendo II u II = 1, II v II = 7, calcule 

6 

- - U 3 -> 

■j*v'i e II — u ~ — v II . 

3 4 


4. Seudo ABCD um tetraedro regular de lado unitário, calcule II AB ~ AC 


[fs. Caicaje i ares co paralelogramo ABCD, sendo AB = (1, 1, —1) e AD = (2, 1 , 4) 

Vv 

Calcule a área do mángulo .ABC, sendo AC = (—1,1,0) e AB = (0, 1 , 3). 



Ache um vetor unitino ortogonal a u = (1, -3, 1) e a v = (-3, 3, 3). 
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8. Dados u = (1 , 1 , 1), v = (0, 1 , 2), ache uma base ortonormal positiva (a, b, c) tal que 


(i) a // u, a tem mesmo sentido que u. 

— ► — ► — ► 

(ii) b é combinação linear de u e v, e sua primeira coordenada é positiva. 


UFPE 

MSI 

BlBl.10 a £C A 


9. Resolva o sistema 

x • (2Í + 3j + 4k) = 9 

-► -► -► -> -► 
x (— i +j - k) = - 2i + 2k 


10. Ache x tal que x ~ (i + k) = 2 (i + j - k), e || x || = Vó" 1 


11. Sabe-se que x é ortogonal a (1, 1, 0) e a (-1, 0, 1), tem norma V? e, sendo 6 a medida do 
ângulo entre x e (0, 1 , 0), tem-se cos 9 > 0. Ache x. 



2.) Prove que llu^vll 2 + (u • v) 2 = II u II 2 II v II 2 


13. Prove que 

a) II u ~ v || 2 < || u || 2 || v 1,2 


b) || u ^ v || = || u || || v || o u iv 


14. Prove que (u + v) a(u-v)=2(v-'u) 


15. Prove que se u+v + w = 0 


então 


(a) u~v = v/-.w = w~u 

— ► *“► — ► — ► 

(b) UAV + VAW + WAU = 3(uav) 


16. Prove que (u — v) (v — w) = u ^ v + v^w + w~u 
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— ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► -► 

1 7. Prove que (u - 1) ~ (v — w) + (v - t) * (w - u) + (w - 1) ~ (u — v) = 2 (u * v + v ~ w + w ~ u) 


18. SeuAV=WAt e UA\v=VAt então u — t e v - w sáo linearmente dependentes. Prove 


19. Prove que se u e v sáo linearmente independentes, e w~u = w~v = 0 ent5o w = 0. Inter- 
prete geometricamente. 


20.1 Prove que se u-v = 0 e u^v = 0 então u = 0 ou v=Ó. Interprete geometricamente. 


21. Prove que a altura do A ABC relativa ao lado AB mede h = 


II ÃB ~ Ã? I 


22. Calcule a distância do ponto C à reta r que passa por dois pontos distintos A e B. 


yt 23 j Exprima a distância entre duas arestas opostas AB e CD de um tetraedro ABCD em função de 
^ ÃB, DC, ÃD. 




Queremos neste capítulo achar uma expressão para (u X v) X w . 

— ► “> > — > — ► 

Vamos supor inicialmente que u e v sejam linearmente independentes. Como u«vé ortogonal 

au eav,e(u^v)~w e orto- 

gonal a u ^ v então resulta que - - 

-> -> -> -> ->■ '"' v 
(u * v ) <> w , u, v sao paralelos 

a um mesmo plano, isto é, são - / 

r ’ (uav)aw y 

linearmente dependentes (veja a /*\T / ~7 

figura). Logo, sendo (u,v) LI, exis- / N. / ! / 

tem X e n reais tais que / N. /\ J. P J / 


T> — ► — >■ > 

(u^v)^w = Xu+/iv 


(veja o Corolário 2 do Capítulo 5). 


Para determinarmos X e fi, escolhamos uma base conveniente. Seja (i , j , k) base orto- 
— ► “ ► “► — ► — ► 

normal positiva, com i paralelo a u, j coplanar com u e v . 
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Então, podemos escrever 

u = (xi , 0, 0 ) 

v = (x 2 , y 2 , 0 ) ( 2 ) 

w = (x 3 , y 3 ,z 3 ) 

Daí 

T 7 7 

x, 0 0 (0, 0, X! y 2 ) 

x 2 y 2 0 

Portanto 

T T k 

(?*v)*w = 0 0 Xj y 2 = (-x,y 2 y 3> x,y 2 x 3> 0) 

x 3 y 3 z 3 

Comparando com 

Xu + n 7 = X(x 1> 0,0) + M(x 2 ,y 2 ,0) = (Xx, +MX 2 ,My 2 ,0) (conforme (1)) resulta: 

'-xiy 2 y 3 = Xx, +pix 2 
Xjy 2 x 3 = liy 2 




Mas y 2 ¥= 0 (por quê? J. Logo, a segunda equação fornece 
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M = XiX 3 


(3) 


Substituindo na primeira equaçao vem 

- x,y 2 y 3 = Xx, + x, x 3 x 2 
e daí por ser Xi ^ 0 (por quê?) resulta 

X= -(y 2 y 3 +x 2 x 3 ) (4) 

Observando (2) vemos que (3) e (4) ficam ju = u • w, X = — v • w. Substituindo em (1) resulta 


(u A v) A W = — (v • w) u + (u • w) V 


(5) 


Fica a seu cargo a demonstração de (5) no caso em que (u, v) é LD; lembre-se que nesse caso, 

-*• 

u = av ou v-p, 

Pode-se provar facilmente (exercício) que 


u /•> 


(v w) = (u • w) v — (ii • v) 


w 


( 6 ) 


Observações 

1 . Podem-se memorizar estas duas fómulas lembrando: 

a) que o resultado é combinação linear dos vetores entre parênteses; coloque-os na ordem 
em que aparecem entre parênteses. 

-* “ ► — ► — ► — ► 

(u^v)^w = ( )u ( )v 

— > — >• — >. — ► — > 

u^(v^w) = ( ) v ( ) w 

b) o número que multiplica um deles é o produto escalar dos outros dois, a menos de sinal. 
No primeiro caso, os parênteses estão mais à esquerda, logo, o sinal — é na primeira 
parcela: 


(u a v) a W = — (v • w) u + (u • w) V 


No segundo caso, os parênteses estão mais à direita; logo, o sinal — é na segunda parcela: 
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2. Já sabemos que para definir produto vetorial há necessidade de escolher uma orientação de 
V 3 . Ora, existem duas escolhas possíveis; na figura, optamos por adotar a orientação dextro- 
gira (observe o sentido de u ^ v), como usualmente se faz em Física. 

EXERCÍCIO resolvido 

Prove a identidade de Jacobi: 

í~~* \ “► 

(u ^ v) /v w + (w ^ u) ^ V + (v w) ^ u = 0 

Resolução: 

7 * 7 * “K “► -► 

(u ^ v) /N w = — (v • w) u + (u • w) V 

(w a, u) ~ v = — (u • v) w + (w • v) u 

-*-*-*■ 

(v ~ w) a. u = - (w • u) V + (v • u) w 

Somando membro a membro as três igualdades resulta a tese. 

EXERCÍCIOS propostos 
— ► - ► — ► — ► — ► — ► 

1 . Calcule (u v) ^ w e u ^ (v /s w) diretamente, e depois usando as fórmulas desenvolvidas no 

texto deste capítulo, sendo u = (1, - v’= (6, -2, -4), w = (y,-y,y), em 

relação a uma base ortonormal positiva. 

— ► — ► — ►. — y — ► — ► — ► — ► 

2. Prove a fórmula u ^ (v ^w)=(u • w ) v - (u # v)w usando a fórmula deduzida para 

( u v ) a. w . 


3. a) Suponha que v 1 w e viu. Então vale (u ^ v) ^ w = u a. (v ^ w). 

b) Suponha agora que víw, ou viu. Então (u a. v) ~ w = u a, (v ~ w) => u e w li- 

neaimente dependentes. 
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4. Mostre que 

(UAV)A(WAt) = -(vWAt)u + (U'WAt) V = (u A V • t) W — (u A V • w) t 

5. Se "u 1 \T, prove que u ^ (u ^ (u ^ (u ^ \^)) = || iT II 41 v" 


6. Prove que u ^ (v ^ (w ^ t)) = (v • t) u ^ w — (v • w) u ^ t = (u • w a t) v — (u • v) w ^ t 


7. 0 objetivo deste exercício é resolver a equação 


x a u 


— ► — ► — ► — ► — ► -> 
onde u e v são dados. Observemos que se u = 0, então deve ser v = 0 (senão não existe solu- 
ção), e daí qualquer x é solução. Vamos supor, pois, u # 0 . 


x^u = v, u^O 


(«) 


a) Estudemos a equação homogénea x ~ u = 0 (u # 0). Nesse caso x = X u (X6R) dá o 
conjunto de todas as soluções. 

b) Observemos que se é uma solução de (a), então x também é se e somente se existe 

Xe|R tal que x = Xç + A u. De fato, se x é solução de x ^ u = v, como x 0 ^ u = v, resul- 

-► - ► ~ ► — ► - ► ~ ~ ► 

ta, por subtração, que (x — \ 0 ) * u = 0. Logo existe XelR tal que x — = Xu. Reci- 

— ► t — ► 

procamente, se x = x 0 + Xu é fácil verificar que x é solução de (a). 

— ► 

c) Vamos determinar uma solução de (a). Para que (a) tenha solução é necessário que 

u • v = 0 3 pois x 1 u. Agora observe que se Xq ^ u = v multiplicando vetorialmente 
-► -+ -k -► -► -► 

por u, vem (Xq ^ u) ^ u = v^ u donde - (u • u) Xq + (Xq • u) u = v^ u 


v 
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Como estamos procurando uma solução particular x 0 , vamos supor ^ 1 u, logo 
x 0 ♦ u =^$. Daí 

-*• -*• 

U A V 

II u II 2 

É fácil verificar que assim dado é solução de (a). 



d) Conclusão: x é solução de (a) se e somente se existe \€IR tal que 


u a v 

~^~7 + * u 
II u || 2 


(suposto u • V = 0). 

Geometricamente, fixando O € E , e fazendo P = O + x, se x percorre o conjunto das so- 
luções de (a), P percorre a reta r, paralela a u, e que passa por P D = O + x 0 . 



8. Resolva o sistema 


X A u = V 

— ► — ► 

x • w = m 


utilizando o exercício anterior. Suponha u • v = 0, u i= 0, w ¥= 0, u • w i= 0. 
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9. Resolva o sistema 


x *(i+j) = -i+j 

x*(i+T) = 2 


utilizando o exercício anterior, e depois utilizando coordenadas. A base (i, j, k) é ortonormal 
positiva. 

10. Resolva o sistema 


x au = Ó 


x • u = 1 


(u*0) 


1 1 . Resolva o sistema 


X /v u = v 


x • u = m 


(u • v = 0, u 0 ) 


12. Resolva o sistema 


x ~y = u 


x + y = v 


(v ¥=0, u • v = 0) 


1 3 . Ache x tal que 


x * u = m 


((u.v)LI) 


Sugestão Considere mv - nu para obter um duplo produto vetorial. 
— ► 

14. Ache x tal que 


x • u = m 


x • v = n 


((u, V. w) LI) 


X • W = P 


15. Seja ABC um triângulo de altura AH. Prove que AH é paralelo a (AB ~ AC) ~ BC. 


Sugestão Calcule [(AB ^ AC ) ^ BC] ^ AH 




Suponha que queixamos achar o volume V de um paralelepípedo como o da figura: 



Sabemos que este volume é igual ao produto da área de uma base pela altura correspondente. 
Sendo u = AB, v = AD w = AE, 6 a medida do ângulo entre u ^vew, ha altura relativa à base 
ABCD, e S a área da base ABCD, temos 

( * ) _^ 

V = S h = || u ^ v II h = || u ^ v II II w II | cos 0 \ 


( * ) h = llw II Icosôl resulta da observação de que o triângulo AME é retângulo em M. O módulo em Icos 01 e' 
necessário, pois poderia ser tr/2 < 9 < rr. 
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ou seja 


V= lu ~ 


w I 


Definição 1 Chama-se produto misto dos vetores u, v, w ao número 


[u,v, w] = u aVW 


Observações 

— ► — ► — ► < 

1. Não há necessidade de parênteses na expressão u a v • w, pois a UNICA forma de entendê-la é 
como o produto escalar de u ^ v (vetor) por w (vetor);não faz sentido pensar em produto ve- 
torial de u (vetor) por 7 • w (número real). Mas, se você quiser colocar parênteses, deve ser 
assim: (u ^ v) • w. 

2. Do mesmo modo que no capítulo anterior foi necessário, na Definição 1, escolher uma orienta- 
ção de V 3 . Na figura anterior foi adotada a orientação dextrógira. 


Proposição 1 Sendo (i, j, k) uma base ortonormal positiva relativamente à qual u = (xj , yj , z t ), 
v = (x 2 , y 2 , z 2 ). w = (x 3 , y 3 , z 3 ), então 


[u, v, wj 


X, 

yi 

Zl 

X 2 

y 2 

z 2 

X 3 

y 3 

z 3 


Demonstração 


-► -► 

U AV = 

-► 

i 

*1 

-► 

j 

yi 

-► 

k 

Zl 

— 

yi 

Zl 

-► 
i + 

Zl 

Xl 

-*• 
j + 

Xl 

yi 


x 2 

y 2 

z 2 


y 2 

z 2 


Z 2 

X 2 


x 2 

y 2 
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yi zi 


Zl X! 


xi yi 


xi yi z, 


x 3 + 


ya + 


Z 3 = 

x 2 y 2 z 2 

y 2 z 2 


Z 2 X 2 


x 2 y 2 


x 3 y 3 z 3 


onde a última igualdade se baseia no desenvolvimento do determinante pela terceira linha. 


Corolário 1 Se (i, j, k) é uma base ortonormal positiva, e (u, v, w) é uma base qualquer, então o 

— ► — ► — ► 

determinante da matriz de mudança da primeira base para a segunda é [u, v, wj. 


Demonstração Basta observar que, pondo 


u = (x^yi.zj) 
— ► 

v = (x 2j y 2j z 2 ) 
— ► 

W = (x 3 ,y 3) z 3 ) 


Xi i + yi j + z, k, 

x 2 i + y 2 j + z 2 k, 

— ► — ► ~ ► 

x 3 i + y 3 j + z 3 k, 


a referida matriz é 


e dai 


M = 


Xl X 2 x 3 

yi y 2 y3 

Zl z 2 z 3 


Xl 

x 2 

X 3 


Xl 

yi 

Zl 

yi 

y 2 

y 3 

= 

x 2 

y 3 

z 2 

Zl 

z 2 

z 3 


x 3 

y 3 

z 3 


Kv,w], 


onde a penúltima igualdade traduz uma conhecida propriedade dos determinantes, e a última vale 
pela proposição anterior. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1 . Calcule o volume V do paralelepípedo mostrado na figura anterior, sendo dados, relativamen- 
te a uma base ortonormal positiva,. AB = (1,0, 1), BE = (1, 1, 1), AD = (0, 3, 3). 

Resolução 

Com a notação da figura, temos 


u = ÃB = (1,0,1), v"=ÃD = (0,3,3), 


w = ÃE = BE + ÃB = (1, 1, 1) + (1, 0, 1) = (2, 1,2). 


Então 


[u, v, w] 


1 0 1 

0 3 3 

2 1 2 


-3, 


donde V= | -3 | =3. 


2. Calcule o volume do tetraedro A B C D, conhecendo 


u = AB = (x,,y,,z,) 


v = AC= (x 2 ,y 2 ,z 2 ) 


w= AD = (x 3 , y 3 , z 3 ), 


D 



relativamente a uma base ortonormal positiva. 

Resolução 

Sabe-se da Geometria, que o volume em questão é um sexto do volume do paralelepí- 
pedo ABECDFGH mostrado na figura: 
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O 



Então, por ser 


[u, v, w] 


Xi yi zj 

x 2 y 2 z 2 

x 3 ys z 3 


resulta que o volume procurado é — do valor absoluto desse determinante. 

6 


Proposição 2 O produto misto: 
1. é trilinear, isto é, 


[a"u, + 0u 2 ,"v, wj =a [u,,^, w] + 0 [u 2 ,"v, w] 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► 
lu, av, + 0 v 2 , wj =a [u, v 2 , w] + 0 [u, v 2 , w] 


[u,v,aw,+íw 2 ]=a [u.^w,] + 0[u,v, w 2 ] 


2. é alternado, isto é, permutando dois vetores entre si, ele muda de sinal: 
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Observação A propriedade 2 acima fica fácil de memorizar observando-se o diagrama ao lado. Se 

você fizer o produto misto seguindo as fle- 
chas, obterá os colchetes com sinal + . Se o 
fizer em sentido contrário ao das flechas, 
obterá os colchetes com sinal — . E qual- 
quer produto “num mesmo sentido” é o 
oposto do produto “em sentido contrário”. 
Por exemplo, [7, w, u] = - [u, w, vj . 



Demonstração 


• [au, +íu 2 ,v,w] = (crUj + j3 u 2 ) avw = (ou, av+Pu 2 av)-w = ÇlB 

= au, -N v • w + 0 u 2 ^ v • w = a [ui , v, w] + /3 [u 2 , v, wj 


MKI 

1 1 ; . 


• Sendo u = (x,,yi, z^, v = (x 2 , y 2 , z 2 ), w = (x 3 ,y 3 , z 3 ), relativamente a uma base ortonor- 
mal positiva, a Proposição 1 nos dá 



*1 yi zi 


x 2 y 2 z 2 





[u,v, w] = 

x 2 y 2 z 2 

— — 

xi yi zi 


x 3 y 3 z 3 


x 3 y 3 z 3 



x 2 y 2 z 2 


x 2 y 2 z 2 





[u, V, w] = - 

X] yi z. 

= (-!)(-!) 

x 3 y 3 z 3 


x 3 y 3 z 3 


xi yi z. 


[v, w, u] 


e assim por diante. 


Deixamos como exercício as restantes partes a demonstrar. 


Corolário 2 


— >■ 



U 

aVW 

= U * V /N w 


(isto é, ^ e • podem ser permutados sem alterar o resultado). 
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Demonstração 


Basta lembrar que 


u • v ~ w = v ~ w • u = [v, w, u] 


e usar a parte 2 da Proposição 2: 


[v,w, u] = [u,v, w] 


Proposição 3 


1 . [u, v, wj = 0 ° u, v, w são linearmente dependentes. 

— ► — ► — ► 

2. [u, v, w] não se altera se a um fator se adiciona uma combinação linear dos outros dois (por 

— ► — ► — ► ► —> — > — ► — ► 
exemplo [u, v, wj = [u,v + au+^w,wj). 

Demonstração 


Com a notaçao da Proposição 1 , 


xi yi z, 


[u,v,w] = x 2 y 2 z 2 


X 3 y 3 z 3 


e vale 0 ° u, v, w são linearmente dependentes, como já sabemos. 

Quanto à outra parte, basta lembrar que o determinante acima não se altera se a uma linha se 
adiciona uma combinação linear das outras duas. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS (Continuação) 


3. Prove que [u + v, v + w, u + w] = 2 [u, v, w] . 

Resolução 

Existem várias maneiras de resolver o exercício. Uma delas é tomar uma base e aplicar 
a fórmula da Proposição 1 . Aí é só usar propriedades dos determinantes. Uma outra maneira é usar 
sucessivamente a parte 1 da Proposição 2. 
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= 0 


= 0 


[u, v, w] + [u,v,w] = 2 [u,v,w] 


4. Prove que (u a. v) • (w ^ t) = 


Resolução 


u • w u • t 


V • w V • t 


(u ^ v) • (w ~ t) = u • V ^ (w ^ t) = u • ((v • t) w — (v • w ) t ) 
= (v • t) (u • w) — (v • w) (u • t) = 


u • w u • t 


v • w v • t 


. (*) 

— ► — ► — ► — ► 

Na primeira igualdade usamos a propriedade u a v • w = u • v a w, e na segunda, a expres- 
são obtida no Capítulo 1 1 . 


5 . Sejam res retas, u ¥= 0 paralelo ar, v ^ 0 paralelo a s. Sejam Per, Q e s. 


(*) Veja o Corolário 2. 
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Então r e s são coplanares se e somente se [u,^, QP] = 0. Prove isto. 



Resolução 

— ► — ► — > 

Isto é imediato, pois r e s são coplanares se e somente se u, v, QP são paralelos a um 
mesmo plano, isto é, linearmente dependentes. E isto ocorre, pela Proposição 3, se e somente 
se [u,v, QP] =0. 


É 

1. 

2. 

3. 

4. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

fixada uma base ortonormal positiva. 

Calcule [u, v, w] sendo u = (-1, -3, 1), v = (1, 0, 1), w = (2, 1,1). 

— ► 

Calcule o volume de um paralelepípedo definido pelos vetores u = (2, — 2, 0), 

w = (—2, —1, —1). 

Calcule o volume do tetraedro ABCD dados ÃB = (1,1,0), ÃC = (0, 1,1), 
Verifique: 


K +Uj.V, w] = [Uj , v, w] 

+ 

- ► — ► — ► 
[u 2 , v, w] 

[u,Vj +Vj, w] = [u.v^w] 

+ 

[u,t 2 , w] 

-+ 

[u,V, W!+W 2 ]= [u.V.W,] 

+ 

[u, v,w 2 ] 

X [u, V, w] = [X u, V, 

w] 

-> —>■ —*■_ ->■ — ► -► 

= [u, Xv, w] = [u, v, X w] 


v = (0, 1, 0), 


AD = (—4, 0,0). 
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5. Prove: [u + a v + 0 w, v + y w, w] = [u, v, w]. 

6. Calcule [u,^, w] sabendo que || u || = 1, ||7 1| = 2, || w II = 3, e que (u, \T, w) é uma base nega- 

— ► — ► — ► 

tiva, sendo u, v, w dois a dois ortogonais. 


7. A medida em radianos do ângulo entre uevé— -, ewé ortogonal a u e a v. Sendo || u II = 1 , 

6 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► 

II v || = 1 , || w II = 4, e (u, v, w) base positiva, ache [u, v, wj . 


8. Prove que 


a) |[u, v, w]| < II u II II v || || w II 


b) A igualdade ocorrerá se e somente se algum dos vetores for nulo, ou, sendo todos não- 
nulos, forem dois a dois ortogonais. 


9. Prove que se uav + vaw + wau = 0, então u, v, w são linearmente dependentes. 


10. Prove: 


a) (u av) a(v aw)- (w ^ u) = [u, v, w] ' 


b) Se (u, v, w) é base, então (u v, v^w, w ~ u) é base positiva. 


1 1 . Prove que a altura do tetraedro ABCD relativa à base ABC é 


I [AB, AC, AD] | 


IÃB 


Sugestão Volume = — (área A ABC) h. 
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12. Ache a distância de um ponto D a um plano ff que passa pelos pontos não- alinhados A, B, C, 
conhecendo AB, AC, AD. 


13. a) Prove que se (ei , e 2 , e 3 ) é base, e x € V 3 , então 


x = 


[x, e 2 ,e 3 ] 
[e 1 ,e 2 ,e 3 ] 


[x,e 3 ,e 1 ] [x,e,,e 2 ] 

— ► — ► , — v — v 

l®i » e 2 , e 3 J 


b) Aplique isto no caso e, =(1,1,1), e 2 = (2, 0, 1), e 3 = (0, 1,0), x = (4, 3, 3). 


14. Prove que 


[u, v, w] [x,y,z] = 


u • x u • y u • z 


v • x v • y v • z 


w • x w • y w • z 


Sugestão Se MN = P, então det M . det N = det P: 


Ui u 2 u 3 


xi yi z. 


u,x, + U 2 X 2 + U 3 X 3 * * 

Vi V 2 v 3 


X 2 Yi Z 2 

= 

ViX, + V 2 X 2 + V 3 X 3 * * 

Wj w 2 v 3 


X 3 y 3 Z 3 


* * * 


^15. Calcule o volume do tetraedro OABC, sabendo que OA, OB, OC medem respectivamente 
2, 3, 4 e que AÔB, BÔC, CÔA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus. 

Sugestão Use o resultado do Exercício 14. 

16. Prove analiticamente a afirmação feita na resolução do Exercício Resolvido 2. 








Para localizar um ponto P no espaço lançaremos mão da noção de sistema de coordenadas, 

cuja definição é a seguinte. 

Definição 

• Sejam O um ponto de E 3 e B = (e, , e 2 , e 3 ) uma base de V 3 . Ao par (O, B), que por abuso de 

— ► — ► — ► « 

notação se indica também por (O, e, , e 2 , e 3 ) chama-se sistema de coordenadas em E . 

• 0 ponto 0 se diz origem do sistema. 

• Sejam A = O +~e u B = O + , C = O + e" 3 . As retas OA, OB, OC-^são chamadas eixos coorde- 

nados, respectivamente eixo dos x, eixo dosy, eixo dosz, ou ainda eixo das abscissas, eixo das 
ordenadas, eixo das cotas ; são indicadas respectivamente por Ox, Oy, Oz. Os planos determi- 
nados por O, A, B, por O, A, C, e por O, B, C são referidos como planos coordenados, e cha- 
mados respectivamente plano Oxy, plano Oxz e plano Oyz. 

— ► — ► — ► 

• O sistema se diz ortogonal se (ej , e 2 , e 3 ) é uma base ortonormal (preste atenção nas palavras 
grifadas), que suporemos sempre positiva. 

• Dado P€E 3 , podemos escrever 


Orientadas , respectivamente , por e j , e 2 e e 3 . 


119 





120 


Sistema de Coordenadas , 


ÕP^xej + ye 2 +ze 3 ( 1 ) 

onde os números x, y, z estio univocamente determinados (pelo sistema e pelo ponto P). 



Portanto, dado P e fixado (O, e,, e 2 , e 3 ) determinamos uma tripla ordenada de números reais 
(x, y, z). Observe que, reciprocamente, dada a tripla ordenada de números reais (x, y, z), fica 
univocamente determinado um ponto P6E 3 (insistimos: fixado (0, ej, e 2 , e 3 )), o qual é dado 
por (1) v . Portanto, existe uma bijeção de E 3 sobre R 3 que é o conjunto das triplas orde- 
nadas de números reais. Este fato nos permite identificar P com a tripla (x, y, z) e justifica a 
((*) (**) ***) 

indicaçao P = (x, y, z) 

Observação 

Não confunda coordenadas de um ponto com coordenadas de um vetor em situaçOes como 
a seguinte, que surgem na Estática. 


(*) Logo as coordenadas de P são coordenadas do vetor OP relativamente a (ej , e 2 , e 3 ). 

— ► — ► — > — ► ^ 

(**) Dada (x, y, z), seja v = xe | + ye 2 + ze 3 . Existe um (único) representante de v com origem O. P é 

a extremidade desse representante. 

(***) Muitas pessoas evitam essa identificação escrevendo P = (x,y,z), ou então P(x, y,z). 
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A figura mostra uma placa homogênea de peso p mantida em equilíbrio, cujas dimensões a e b 

são conhecidas. Então as coor- 
— ► 

denadas do vetor p em relação 
à base (i , j , k ) são (0, 0 , - II p II). 

Agora, as coordenadas do bari- 
centro G da placa em relação ao 
— ► — ► — ► 

sistema (O, i, j, k), que por 
definição são as coorde- 
nadas do vetor OG, são 

(-j cosa, sen a). 



A proposição seguinte mostra quão cômodo é trabalhar com coordenadas de pontos e de ve- 
tores. 


Proposição Se A =(x,, y,, Zj), B = (x 2 , y 2 , z 2 ), v = (a, b, c), XGR, então 

(i) BA = (x, -x 2 ,y, -y 2 ,z, -z a ) 

(ii) A + X v = (xi + X a, y! + X b, Z! + Xc) ^ ^ 

Demonstração 

(i) BA = OA-OB = (x 1 ,y 1 ,z I )-(x a ,y 2 ,z 1 ) = (x 1 -x 2( y, -y^z, -z 2 ) 

(Recorde no Capítulo 6 como se opera com vetores dados em coordenadas). 

(ii) Seja D = A + X"v. Então, por definição, temos ÃD = X"v. Pondo D = (x, y, z), segue da parte 
(i) que 

(x - x, , y - y , , z - Z! ) = X (a, b, c) = (X a, X b, X c) (*) 


(*) As coordenadas de A, B e A + Xv são relativas a (O, e j, e 2 , e 3 ), è as de v e BA a (ej, e 2 , e 2 ). 
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ou aja. x — Xi = Xa, y — y t = X b z — Zi = X c, devido à unicidade da tripla de coordenadas 
de um wtor em relação a uma base. Daí x = X! + Xa, y = y, + Xb, z = z, + Xc, ou seja, 

D = (x, y, z) = (X! +Xa, y, +Xb, z, +Xc) 


AVISO 

Doravante, nos exercícios resolvidos e propostos, estará subentendido sempre que necessário 
que se fixou um sistema de coordenadas (O, t^, e^, eá). Se for o caso, deixaremos explícito que 

H ► — ► — ► 

o sistema é ortogonal, e o indicaremos por (0, i , j , k ). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Dados P = (1,3, -3), Q = (0, -1,4), ^=(-1,4,0) ache (em coordenadas) 

a) QÊ 

b) P + v 

c) Q + 2 PQ 

Resolução 

a) QP = (1—0, 3 + 1, —3—4) = (1,4, —7) 

b) P + v = (1, 3, —3) +(—1,4, 0) = (1 - 1,3 +4, -3 +0)1= (0,7, -3) 

c) Q + 2PQ= (0, -1,4) -2 QÍ> = (0,-1, 4) -2 (1,4, -7) =(0,-1, 4) -(2, 8, -14) = 
= (0 - 2, - 1 - 8, 4 + 14) = (-2, -9, 18) 


2. 


Ache as coordenadas do ponto médio M do segmento de extremidades P = (-1, 4, 7) e 

Q = (0,1,1) 
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Resolução 


1/2 PO 


Temos (ver figura) 


M 


M = P + —■ PQ = (-l,4,7)+~ (1,-3, -6) = (--, y. 4 >- 


Observação Se P = (Xj , yj , z 2 ), Q = (x 2 , y 2 , z 2 ), então o ponto médio M do segmento de 
extremidades P e Q é dado por 


M = 


( Xi + x 2 
1 2 


y, + y 2 Zj + z 2 
2 ’ 2 


Prove isto, partindo de M = P + ~ P$ . 


3. Quais são as coordenadas do ponto P\ simétrico do ponto P = (1, 0, 3) em relação ao ponto 


M = (1, 2, — 1)? 


Resolução P M P 

Temos (ver figura) MP’=PM. Logo P’ = M + PM = (1,2, —1) +(0, 2, -4) = (1,4, -5). 

4. Mostre que os pontos A = (1, 0, 1), B = (— 1,0, 2) e C = (1, 1, 1) são vértices de um triângu- 
lo retângulo (sistema ortogonal). 

Resolução 

Temos AB = (-2, 0, 1), AC = (0, 1, 0), CB = (-2, -1, 1), e daí vemos que A, B, C não são 
colineares, pois (AB, AC) é LI. Além disso, AB • AC = (-2) .0 + 0. 1 + 1. 0 = 0, o que 
mostra que BAC é reto. 

Pergunta Valeria essa resolução se o sistema não fosse ortogonal? Por quê? 

5. Se o sistema de coordenadas é ortogonal, mostre que o triângulo ABC é equilátero, sendo 
A = (1, 2,-1), B = (0, 1, 1) e C = (2,0,0). 
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Resolução 

Temos ÃB = (-1, -1, 2), Ã? = (l,-2, 1), §£ = (2, -1, -1). 
Logo, como a base é ortonormal, obtemos 

II ÃB || = V(-l) 2 +(-l) 2 + 2 2 = SÍ6 

II ÃC II = V l 2 +(— 2) 2 + l 2 = Vó 


II BC II = V2 2 +(-l) 2 + (-l) 2 = VlT 


o que mostra que os três lados do triângulo têm mesmo comprimento. 


Observação 

Se o sistema de coordenadas é ortogonal, e só neste caso, a distância entre os 
pontos A=(x 1 ,y 1 ,z 1 ) e B = (x 2 ,y 2 ,z 2 ) se calcula pela fórmula 


d (A, B) = V(x, x 2 ) 2 + (y ! -y 2 ) 2 +(z 2 -z 2 ) 2 


( 2 ) 


pois d (A, B) = II BA II. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. a) Mostre que os pontos P= (-1,0,0), Q = (2, -1, -1), R = (0, 3, 1) e S = (4,5,1) são 
vértices de um quadrilátero plano, convexo. Em seguida, especifique quais são seus lados e 
quais são suas diagonais (um quadrilátero é convexo se e só se nenhum de seus vértices é 
interior ao triângulo determinado pelos outros três; veja o Exercício 20 do Capítulo 4). 

b) Verifique se os pontos A = (2, 6, -5), B = (6, 9, 7), C = (5, 5, 0) e D = (3, 10, 2) são 
vértices de um paralelogramo. 

c) Mostre que os pontos E = (3, 0, — 1), F = (0, 3, 0), G = (5, 1, -2), H = (— 4, 1, 2), são 
vértices de um trapézio. 


2. Como se reconhece, através de suas coordenadas, um ponto do eixo das abscíssas? e do eixo 
das ordenadas? e do eixo das cotas? E como se reconhecem pontos de cada um dos três pla- 
nos coordenados? 
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3. Seja (0, e l5 e 2 , e 3 ) um sistema ortogonal de coordenadas em E 3 e seja P = (a, b, c). Deter- 
mine os pontos Pj , P 2 , P 3 , P 4 , Ps e P 6 , respectivamente, projeções ortogonais de P sobre 
Oxy, Oxz, Oyz, Ox, Oy e Oz (faça uma figura). 

4. Na figura ao lado, ABCDEFGH é um paralelepípedo retângulo. Sejam: 



a) Determine as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E, F, G, H, em relação ao sistema 

— y — y — y 
(A,e 1; e 2 ,e 3 ). 

— >■ — y — y 

b) Idem, em relação ao sistema (H, e 2 , e 2 , e 3 ). 


—r 1 — r — r 

c) Idem, em relação ao sistema (G,-e 3 , — e 2 , 2 e 2 ). 


d) Idem, em relação ao sistema (A, e 2 , e 3 , ej). 




Considere uma reta r C E 3 . Es- 
colha um ponto A e r, e um vetor 
— ^ 

v # 0 paralelo a r. Então é fácil ver 

que um ponto X £ E 3 pertence a r 
^ — ► 

se e somente se AX e v sao linearmente 
dependentes (ver figura), isto é, se e so- 
mente se existe XGlRtalque AX = Xv 
ou seja 


( 1 ) 

Em outras palavras, dado X real, (1) nos dá um ponto X de r, e dado XGr, existe XeiR tal 
que (1) se verifica. A reta r é, pois, o lugar geométrico dos pontos X de E 3 tais que vale (1). 

A equação (1) se chama equação vetorial da reta r. 

Escreve-se 
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Observações 

1. Observe que (1) não é a única equação vetorial de r, pois se tomarmos outro ponto A’€ r, 

teremos que X = A’ + X v* também é uma equação vetorial de r, porquanto X£r existe 

XGIR tal que A’X = X v. Poderíamos também ter tomado w^O paralalelo a v, w^v, e 

— y 

teríamos outra equação vetorial de r, a saber X = A’ + X w. 

2. É importante que você sinta intuitivamente que se X percorre o conjunto dos números reais, 
X, dado por (1), percorre toda a reta r. Para isso, veja a figura a seguir. 





P 


M = A + 1/2 7 


N= A + 7 


P- A + 2 v 


Q A 


Q = A - v 




3. Se A e B são pontos distintos de r, então v = AB é não-nulo e paralelo a r, de modo que 
X = A + X AB é uma equação vetorial de r. É claro que X = B + X AB e X = B + X BA são 
também equações vetoriais de r. 


4. Usando uma linguagem mais livre, podemos dizer que o vetor v de (1) serve para fixar a dire- 
ção da reta r, ao passo que o ponto A serve para fixar sua posição no espaço (uma reta fica 
determinada por um de seus pontos e sua direção). Chamaremos frequentemente v de vetor 
diretor ou simplesmente diretor de r. Pelas observações já feitas, vemos que uma reta admite 
muitos diretores, todos paralelos entre si (dois a dois LD). Um vetor diretor de r não pode ser 
nulo! 
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5. Outro modo de interpretar a equação (1) é encará-la como se ela descrevesse o movimento de 
um ponto sobre a reta r, com velocidade (vetorial) constante igual a?, X indicando o tempo, 
e A a posição no instante inicial A= 0. Valores negativos de A indicariam o “passado” do mo- 
vimento, em relação ao instante inicial. A cada valor de A, teríamos uma posição bem deter- 
minada do ponto móvel, e fazendo A percorrer todo o conjunto IR, a reta r seria percorrida 
integralmente pelo ponto (r seria a trajetória do movimento). Como há muitos movimentos 
retilíneos uniformes com a mesma trajetória, fica fácil entender por que existem muitas equa- 
ções vetoriais para a mesma reta. 

6. Por tudo o que ficou dito acima, vê-se claramente que se X=A + Au e X=B + Av são 
equações vetoriais de uma reta r, o valor de A correspondente a um ponto Q 6 r 
não tem porque ser o mesmo nas duas. O mesmo se diga, por maior razão, se elas forem equa- 
ções de retas distintas. Conclusão: se você for “misturar” as equações em seus cálculos, deve 
mudar a notação escrevendo por exemplo X = B + p v em vez de X = B + \v . 


Tomemos agora um sistema de coordenadas (O, ej , e 2 ,e 3 ), em relação ao qual sejam 
X = (x,y,z), A = (x 0 , y 0 ,z 0 ) e v = (a, b, c). 

Substituindo em ( 1) resulta 

(x,y,z) = (x 0 ,y 0 ,z 0 ) + A(a,b,c) 

(x,y,z) = (x c +Aa,y 0 + Ab,z 0 + Ac) 


Logo 



Observe que a. b, c não são todos nulos, pois v # 0, isto é, a 2 + b 2 + c 2 ¥= 0. As equações 
(2) são chamadas, equações paramétricas de r. A é chamado parâmetro. 

Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), com a 2 + b 2 + c 2 ¥= 0. Então, 
fixado um sistema de coordenadas, existe uma reta da qual as equações (2) são equações pa- 
ramétricas: é a reta que passa por (Xq, y 0 , z Q ) e é paralela ao vetor (a, b, c). 
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Observe que se você fixar outro sistema de coordenadas, mantendo o mesmo sistema de equa- 
ções, as retas em geral são distintas. 

Por exemplo, se o sistema de equações é 


' x = 0 

■ y = o (a = (o, o, o), t = (o, o, í) = t 3 ) 

z = 0 + X 


então, a reta r passa pela origem e é paralela a e 3 . Veja agora a figura: 



Obtivemos retas distintas! 

Observações 

As ObservaçOes 1 a 6 anteriores se adaptam naturalmente às equações na forma para- 
métrica; em especial destacamos: 

1. Se a reta passa pelos pontos distintos A = (xj, y lt z^ e B = (x 2 , y 2 , z 2 ), então podemos 
tomar ~v= BA = (xj — x 2 , yj — y 2 , Zj — z 2 ) e teremos para equações paramétricas de r 


x = Xj + X(x t — x 2 ) 

« y = yi + X(y x — y 2 ) (XelR) 


z = Zj + X(zj - z 2 ) 
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2. Assim como a equação vetorial (1), as equações paramétricas (2) (que provêm dela) não são 
determinadas de modo único. Dependem da escolha de A e de ^ é do sistema de coordenadas. 

3. Releia a Observação 6. 

Se, em (2) tivermos a^o, b =# 0 e c # 0, então podemos eliminar X e obter 



que são as chamadas equações der na forma simétrica. 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1 . Ache as equações nas formas vetorial, paramétrica e simétrica da reta que passa pelos pontos 
A = (1,0,1) e B =(0,1,0). 

Resolução 

Escolhendo AB = (— 1,1,— 1) como vetor diretor, e o ponto A, temos: 
equação vetorial: X = (1,0,1) + X (—1 , 1,-1) (X6 1R) 


equações paramétricas: 


x =í 1 ) + X 
) / 

I V 
i I 

y = ( 0 + X; 


■ coordenadas de um'; 
' ponto da reta 


1 

coordenadas de um vetor 
diretor da reta. 



equações na forma simétrica: 


x- 1 
-1 


y-o 

i 


z — 1 

-1 




131 


Estudo da Reta 


2. Escreva uma equação vetorial da reta r, que passa pelo ponto médio M do segmento AB, e que 
tem vetor diretor 


(' 


v7 3 V~3 
49 ’ 98 


-VJ 

7 


). São dados: A = (1,1,3) e B = (3.1,0). 


Resolução 

Sendo M o ponto médio de AB, temos: 


M = ( 


1 +3 
2 


1 + 1 

2 ’ 


3+0 

2 


) = (2, 1,-|) 


Como v é paralelo a u = (2, 3, —14), pois v : 
de r. Assim, uma equação vetorial de r é 


98 


u* podemos tomar u como vetor diretor 


x 


( 2 , 1 ,-) 


+ A(2, 3, —14) 


(Agir) 


3. Dê dois vetores diretores distintos e quatro pontos distintos da reta r que tem equação vetorial 


X = (1,2,0) + A(l, 1,1) (AGIR) 


Resolução 

Sabemos que v = (1, 1, 1) é um vetor diretor de r. Para obtermos outro, basta escolher 
um vetor^v que seja múltiplo deV; por exemplo: w = (2, 2, 2). 

Quanto aos pontos, basta atribuir valores a A; por exemplo: 


A = 0 => X = (1, 2, 0) 

A = 2 =*> X = (1,2,0) + (2,2,2) = (3,4,2) 


A = 
A = 


- 1 
2 


( 1 , 2 , 0 ) + (- 1 ,- 1 , - 1 ) = ( 0 , 1 , — 1 ) 
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7 9 5 

Logo, os pontos A = (l,2,0), B = (3, 4, 2), C = (0, 1, -1) e D = (— , — ) sao pontos 
de r. 

4. Dado o sistema 

x = 1 

. y = 2 (XGR) 

z = 2 X 

1 - 

esboce a representação geométrica da reta r que tem essas equações como equações paramétri- 
cas nos casos: 



Resolução 

Escrevemos o sistema assim: 
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e vemos imediatamente que a reta passa por A =(1,2,0) e é paralela ao vetor v=(0, 0, 2) = 
= 2~e 3 . Então 





5. Dadas equações paramétricas 

x = 1 + 3 X 

< y = 2 X (Xe IR) 

z = 6 - 5 X 


de uma reta r, achar uma equação vetorial de r. 
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Resolução 

Dispomos o sistema assim: 


r x =i i ; + 
! ' 

X . 

; 3 ] 

i i 

■ i 

y = ! 0 j + 

! i 

A . 

• 

2 ! 

1 

i l 

[ z =L 6 J + 

* • í-j)i 


e imediatamente reconhecemos que r passa por A = (1, 0, 6) e é paralela a v = (3, 2, -5). 
Então uma equação vetorial de r é 

X = (1,0,6) + A(3, 2, —5) 

6. Verifique se o ponto P = (4, 1, — 1) pertence à reta r: X = (1, 0, 1) + A (2, 1, 1) (AeiR). 

Resolução 

Para que P € r é necessário e suficiente que exista A GR tal que 
P = (1,0,1) + A(2, 1,1) 

Ora, essa igualdade é equivalente a 

(4, 1,-1) = (1 +2 A, A, 1+A) 

ou 

4 = 1 +2 A 

I 

[-1 = 1+A 

Como o sistema é incompatível (não existe um valor de A que satisfaça simultaneamente às 
três equações), concluímos que PÊr. 
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7. São dadas as equações 


2x - 1 1 - y 

3 = 2 = 2+1 


a) Mostre que elas representam uma reta r. 


b) Elas são equações na forma simétrica de r? Caso nao sejam, passe-as para a forma simé- 


c) Exiba um ponto e um vetor diretor de r. 


Resolução 


Sendo 


2x - 1 _ x - 1/2 
3 ~ 3/2 

i-y y_j 

2 -2 


Z + 1 = 


as equações dadas podem ser escritas 


x - 1/2 _ y - 1 _ z + 1 
3/2 -2 ~ 1 


que são equações na forma simétrica de uma reta que passa pelo ponto (— , 1, —1) e tem 
-»■ 3 

v=(— , —2, 1) por vetor diretor. Então, 

a) as equações dadas, por serem equivalentes a (a), representam uma reta r; 


b) elas não são equações na forma simétrica de r, pois nao atendem à definição anterior. 
Todavia podemos passá-las para a forma simétrica: é o que fizemos acima, obtendo (a). 

c) A = (i l,-l)et=4, -2,1). 
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EXERCÍCIOS propostos 

Nos Exercícios 2, 4, 8, 9, 10 e 13 o sistema de coordenadas é suposto ortogonal. 

1. São dados os pontos A = (3,6, -7), B = (-5,2,3) e C = (4, -7, -6). 

a) Escreva equações vetorial e paramétricas para a reta determinada pelos pontos B e C, e 
obtenha sua forma simétrica (se existir). O ponto D = (3, 1,4) pertence a essa reta? 

b) Verifique que os pontos A, B e C são vértices de um triângulo. 

c) Escreva equações paramétricas da mediana relativa ao vértice C do triângulo. 


2. Dados os pontos A = (0, 0, 1), B = (1 , 2, 1) e C = (1,0, 1), obtenha equações paramétricas 
das bissetrizes interna e externa do triângulo ABC, relativas ao vértice C (veja o Exercício 4 a), 
do Capítulo 4). 


3 . Obtenha equações paramétricas para os três eixos coordenados. 


0 

(© 


Dados os pontos A= (1,2,5) e B =(0,1,0), determine P sobre a reta que passa por A e B 
tal que o comprimento de PB seja o triplo do comprimento de PA. 

Escreva equações paramétricas para a reta r, que passa pelo ponto A = (2, 0, —3) e: 
a) é paralela à reta 


s: 



3y 

4 


z + 3 
6 


b) é paralela à reta que passa pelos pontos B = ( 1 , 0, 4) e C = (2, 1 , 3) 


f x = 1 -2 X 


c) é paralela à reta s’: 


y = 4 + X 


(Xe IR) 


z = — 1 — X 
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6. Passe para a forma simétrica, quando for possível, as equações obtidas no exercício anterior. 


7. Verifique se r=s nos casos: 


a) r: 


x = 1 - X 
y = 2 + 2 X 
z = 1 + X 


(XeR) 


1 ^7 M 


i M s: i y = 2 + ju 


z = 1 +T M 


(H6R) 


b) r: 


— -X 
3 


y = -y + x ( Xe R) 

z = — -X 
3 


X = 1 -/Lí 


s:i y = - 1 + m OeiR) 


z = 2 - (1 


c) r: X = (1,1,0) + X( 1 , 0, — — ) (XeR) 


s: X = (0,1, y) + MÍ-2,0, 1) 


(MGR) 


8. Dados A= (0,2,1), r: X = (0, 2, -2) + X(l, — 1, 2), ache os pontos de r que distam VT 
de A. Em seguida, diga se a distância do ponto A à reta r é maior, menor, ou igual a VT, e 
por quê. 


9. Idem para A =(1,1,1), a distância sendo VTT, e 

x = 1 + X 

r: < y = 1 — X (XSR) 

. z = 4 
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Dada a reta r: X= (1,0, 0) + 
ponto de r equidistante de A e B. 


X (1, 1, 1) e os pontos A = (1, 1, 1), B = (0, 0, 1), ache o 


1 1 . Ache equações paramétricas da reta que passa por A = (3, 3,3) e é paralela à reta BC, sendo 
B = (1, 1,0) e C=(-1,0,-1). 



ois pontos efetuam movimentos descritos pelas equações 


X = (0,0,0) + X(l,2,4) (XGR) 

X = (1,0, —2) + X(— 1, —1, — 1) (XGR) 


Pergunta-se se as trajetórias são concorrentes e se haverá colisão. 


13. Sejam P = (1, 0, 1) e Q = (0, 1 , 1). Em cada um dos casos a seguir ache um ponto C da reta 
PQ tal que a área do triângulo ABC seja 

a) A = (1,2,1), B= (1,2,3) 

b) A = (1,3,2), B= (2,2,2) 

c) A = (3,0,2), B= (2,1,2) 


d) 


A = (3,-2, 1), B = (0,0,1) 




CAPITULO 15 


§ 1 Equação Vetorial e Equações Paramétricas de um Plano 


Seja ff C E 3 um plano. Escolha um ponto AG ff e 
dois vetores Tt e~v linearmente independentes e parale- 
los a ff. Então e' fácil ver que X£7r se e somente se 
AX, u", 7 são linearmente dependentes (os trés são 
paralelos a 7 r), e isto ocorre se e somente se existem 
À, /.{ €IR tais que AX = A u + /;v . Logo 



X = A + À "u + /LTV (À , juGR) 


(D 


Em outras palavras, dados X,/i6lR, (1) nos dá um ponto X de ff, e dado XGff, existem A,mSR 
tais que (1) se verifica. O plano ff é, pois, o lugar geométrico dos pontos de E 3 que obedecem (1). 
A equação ( 1) se chama equação vetorial de ff. 


Observações 

1. Se A, B, C são pontos distintos e não colineares de ff, podemos tomar "u = AB, "v= AC (por 
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exemplo) e então X=A + XAB + /iACé uma equação vetorial de 7r; X = C + X AB + /i CB é 
outra equação vetorial de ir . 


2. Os vetores u e v são chamados vetores diretores do plano tr. 


Tomemos agora um sistema de coordenadas (O, , e 2 , e 3 ). Escrevendo 

A = (Xq, y Q , z Q ), T?= (a, b, c) e "v = (m, n, p), resulta de (1) que 


X = (x, y, z), 


(x,y, z) = (x^y^zj + X(a, b, c) + M(m,n, p) 
ou 


(x,y,z) = (x 0 + Xa + /Um,y 0 +Xb +/un, z Q +Ác+jup) 


Logo, 



( 2 ) 


As equações (2) são chamadas equações paramétricas de tt. 

Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), em que (a, b, c), (m, n, p) 
sejam linearmente independentes. Então, fixado um sistema de coordenadas, existe um plano 
tendo as equações (2) como equações paramétricas. É o plano que passa por (x D , y Q , Zq) e é 
paralelo a (a, b, c) e (m, n, p). É claro que fixado outro sistema de coordenadas, as mesmas 
equações podem representar um outro plano. 
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Observação 

Se 7T passa pelos pontos A = (x, , y, , z, ), B = (x 2 , y 2 ,z 2 ), C = (x 3 , y 3 , z 3 ) não-colineares, 
então podemos tomar como vetores diretores u = AB = (x 2 — x, . y 2 — y, , z 2 — Zy ), v = AC = 
(x 3 -X], y 3 -Yi. z 3 — z i) e daí 

' x = Xi + X(x 2 - x,) + ju(x 3 - x j ) 

■ y = Yi + X(y 2 - y,) + ju(y 3 y,) (X,juGR) 

z = z, + X(z 2 - z,) + /z(z 3 - z i) 

\ 

são equações paramétricas de tt . 


EXERCÍCIOS resolvidos 

Ache duas equações vetoriais do plano que passa por A = (—3, —7, 1), e é paralelo aos veto- 
res u - ( 1 , 1 , 1 ) c v = ( — 1 , 1 . 0). 

Resolução 

Temos 


X = A + X~u + (jlv = ( -3, —7, 1) + X(l. 1, I) + ju(-l, 1,0) (X.jueiR) 

Esta é uma equação vetorial do plano. Uma outra seria, por exemplo, * 

X= A + X( — ”u) + juv = (-3,-7, 1) + X(-l, — 1, — 1 ) + juC — 1 , 1 , 0) (X.juGIR) 

2. Ache uma equação vetorial do plano que contém os pontos A = (0, 1. 0), B = (1, 0, 1) e 

c = (0,0,1). 


Resolução 

Temos 

AB = (1,— 1,1), AC = (0. -1,1), que são linearmente independentes; logo 



142 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


X = A + XAB + jUAC 


X = (0,1,0) + X(l, -1, 1) + M( 0.-1.1) (X, jueR) 

é uma equação vetorial do plano. 


3. Dê equações paramétricas do plano n que passa pelo ponto A = (7, 7, 
vetores "u = (1, 1, 1) e ~v = (—1,0, 1). 


Resolução 





Temos imediatamente 





/ — i , 


1 1 

r- “ ~i 


x = i 7 i + 

i i 

i i 

X 

• ; 1 I + 

1 1 

p • j(— í) j 


1 i 

y =! 7 . + 
- ! 

X 

1 1 

• ; í ! + 

i i 

H. 0 

i i 


i i 

Z =1 1 1 + 

X 

■ i 

i t 

.iii + 

i i 

M . ! 1 i 


1 1 J 


i j 

1 1 


t 


T 

f 


coordenadas 


coordenadas 

coordenadas 


de um 


de 

de 


ponto de v 


u 

V 


ou 


x = 7 + X - fj. 

y = 7 + X (X,juGR) 

z — 1 + X + fji 


4. Esboce o plano que tem por equações paramétricas 


x = X 

y - M (X, juGR) 


1) e é paralelo aos 


z = 1 
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Resolução 

Escrevendo as equações na seguinte disposição 



A u v 


vemos que ff passa por A = (0, 0, 1) e é paralelo a u = (1 , 0, 0) = e, , e a v = (0, 1 , 0) = e 2 . 
Assim, temos 

(i) (ü) 



\ 
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5. Dê uma equação vetorial do plano ff que tem por equações paramétricas 

' x = — 6 + X — M 
• y = -1 + 7 X— 14 fi 
z = 4 — 5 X +2/i 

\ 

Resolução 

Dispondo as equações assim: 


' X = 

-6 

+ 

X . 

1 

+ M • 

(-D 

y = 

-1 

+ 

X . 

7 

+ M • 

(-14) 

z = 

4 

- 

+ 

X . 

(-5) 

+ H ■ 

2 


vemos que ff passa por (-6, -1, 4) e é paralelo aos vetores (1, 7, -5) e (-1, -14, 2), logo 
X = (-6, -1,4) + X(l, 7, —5) + ju (-1,-14, 2) 
é uma equação vetorial de ff. 

EXERCÍCIOS propostos 

1 . Escreva equações vetorial e paramétricas para os planos descritos abaixo : 

a) ff passa por A = (1,1,0) e B = (1, — 1, -1) e é paralelo ^ao vetor v = (2, 1, 0). 

b) ir passa por A =(1, 0, 1) e B =(0, 1, —1) e é paralelo ao segmento CD, onde 
C = (1,2,1) e D = (0,1,0). 

c) ff passa pelos pontos A = (1,0,1), B = (2, 1,-1) e C=(l,— 1,0). 

d) ff passa pelos pontos A = (l,0,2), B = (-l,l,3) e C = (3, — 1 , 1) 
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2. Verifique (e explique por que) se ff j = ff 2 nos seguintes casos : 

a) TTj : x =(1,2,1) + X(l, —1, 2) + M(-J, J, -D 
n 2 : X =('l,2, 1) + a(-l, 1,-2) + /3(-3,4,-6) 

b) ff,: X =(1,1,1) + X(2, 3, — 1) + jj. (—1 ,1,1) 

n 2 : X = (1,6,2) + X(-l, 1, 1) + jti( 2, 3, -1) 

c) X= (0,0,0) + X(l, 1,0) + m (0,1,0) 

ir 2 : X = ( 1 , 1,0) + X(l, 2, 1) + *z(0,-l, 1) 

d) ir, : X = (2,1,3) + X(l, 1, -1) + jlí(1, 0, 1) 

n 2 : X=(0, 1, 1) + <*(1, 3, -5) + (3(1, -1,3) 

3. Decomponha o vetor v = (1, 2, 4) em duas parcelas, sendo uma delas paralela ao plano 
/ X =(1, 1, 0) + X(l, 0, 1) + ju(0, 1, -1) e outra paralela à reta X = (0, 0, 0) + v (2, 1, 0). 


4. Ache dois pontos A e B da intersecção dos planos 7r j e ff 2 , e escreva uma equaç3o vetorial 
para a reta que passa por A e B. Dados: 

X = (1,0,0) + X(0, 1, 1) + m(1,2, 1) 

n 2 : X = (0,0,0) + X (0,3,0) + n(-2, -1, -1). 


5. Escreva equações paramétricas para os três planos coordenados. 


6. Escreva equações vetoriais para os planos bissetores dos diedros determinados pelos planos 
coordenados (são 6 bissetores!). Suponha que o sistema é ortogonal. 


7. Obtenha equações paramétricas do plano ff que passa pelo ponto A = (1, 1,2) eé paralelo 
ao plano 


ffj: X = (1,0,0) + X(l, 2,-1) + M(2, 1,0) 
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: 2 Equação Geral 

Soa (O. e 1 ,e 2 ,e 3 ) um sistema de coordenadas, e ff CE 3 um plano que passa por 
A = < . y 0 . z 0 ), paralelo aos vetores linearmente independentes u = (r, s, t) e v = (m, n, p). 

Eacio. X = (x, y, z) pertence a 
T « e somente se os vetores AX, 

— v. são linearmente dependentes, 
isto é, se e somente se 




X-X 0 

y-y 0 z - z o 



r 

s t 

= 0 


m 

n p 



a 


( 3 ) 


ou seja, desenvolvendo por Laplace esse determinante relativamente à primeira linha, se e somente 
se 


s t 


t r 

! 1 

r s 


+ (y-y 0 ) 


+ 

/* N 

N 

I 

N 

O 


n p 


p m 

1 1 

m n 


e daí, equivalentemente, 



s t 


t r 


r s 


s t 


t r 


r s 

X 


+ y 


+ z 


-Xo 


-y 0 


-V 



n p 


p m 


m n 


n p 


p m 


m n 


ou seja, pondo 


s t 

1 í 

t r 

i I 

r s 


II 

_o 


ii 

o 


n p 

1 1 

p m 


m n 


a 
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s t 


t r 

i 

r s 

d = -X 0 


0 
>» 

1 


1 

N 

O 



n p 

1 1 

p m 

1 

m n 


temos 


ax + by + cz + d = 0 


(4) 


Observe que a 2 + b 2 + c 2 0, isto é, que a, b, c não são simultaneamente nulos, pois se 
assim fosse, os números r, s, t seriam proporcionais a m, n, p (verifique por que) e os vetores 
ri e"v seriam linearmente dependentes. A equação (4) se diz uma equação geral do plano ff. 


Suponha agora que seja dada a equação 

ax + by + cz + d = 0, com a 2 + b 2 + c 2 ¥= 0 


(5) 


Então, fixado um sistema de coordenadas (O, e t , e 2 , e 3 ) , existe um plano ff que tem (5) por 
equação geral. Vamos mostrar isto. 

Como a, b, c não são simultaneamente nulos, um deles, digamos a, é diferente de zero. 
Neste caso, (5) é equivalente a 





Fazendo: 


y = z = 0, vem 


y = 0 , z = 1 , vem 


y = 1 , z = 0, vem 



( 6 ) 


Considere os pontos 


(-4,0,0), B=(---— ,0,1), C=(---A 1,0). 

a a a a a 
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Como AB = , 0, 1) e AC = ( , 1,0), vê-se claramente que AB e AC são linearmente in- 

a a 

dependentes, e portanto A, B, C não são colineares, determinando, pois, um plano tr. Para obter 
uma equação geral de n escrevemos (veja (3)) 

x-(-d/a) y-0 z-0 

- c/a 0 1 =0 

- b/a 1 0 

Desenvolvendo esse determinante obtemos ax + by + cz + d = 0, o que prova a afirmação feita. 

Observações 

1. As considerações acima nos permitem dizer cvseguinte. Seja (0,"e 1 , e^,^) fixo, e tr C E 3 
um subconjunto. Então 7t é um plano o existem a, b.cGiR, com a 2 +b 2 + c 2 ^0, tais que 
rr = {X = (x, y, z) | ax + by + cz + d = 0}. 

2. Se o plano ir passa por A = (xj , yj , Zj), B = (x 2 , y 2 , z 2 ), C = (x 3 , y 3 , z 3 ), pontos estes não 
colineares, então uma equação geral de n pode ser obtida a partir de 

x -x, y -yj z -z, 

Xi - X 2 yj - y 2 Zj - z 2 

Xi x 3 y, - y 3 z, z 3 
o que é equivalente (tente provar) a 

x y z 1 

xi yi z, 1 
x 2 y 2 z 2 1 
x 3 y 3 z 3 1 
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EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Ache uma equação geral do plano rr que passa por A = (9, — 1, 0) e é paralelo aos vetores 
"u = (0, 1, 0) e ~v = (1,1, 1). 

Resolução 

É bom verificar que u e "v são linearmente independentes, o que é fácil. Então 
X = (x, y, z) é um ponto de 7r se e somente se AX,lf, ~v são linearmente dependentes, ou 
seja, 



Desenvolvendo o determinante, vem x — z — 9 = 0. 


2. Idem, 7r passando por A = (1, 0, 1), B = (-1, 0, 1), C = (2, 1, 2). 



AC = (1,1,1) 


Esses vetores sao linearmente independentes. Então, uma equação geral será obtida a par- 
tir de 

x — 1 y — 0 z — 1 
-2 0 0 = 0, 

1 1 1 

que fornece y — z + 1 = 0 . 


<*) Poderiamos usar a fórmula da Observação 2, mas preferimos a resolução acima. 
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Dadas equações paramétricas de um plano ff , 

x = -1+2X-3/U 

• y = 1+X+/Í (X,íi£R) 

z = X 

obtenha uma equação geral de ff . 

Primeira Resolução (eliminando Xeg). 

Substituindo z = X (que é a terceira equação) nas duas primeiras, vem 

x = — 1 + 2z - 3 fi 

< 

y = 1 + z + 

Da segunda equação vem /a = y - 1 — z que levada à primeira fornece 
x + 3y-5z— 2 = 0 

Segunda Resolução (achando um ponto de ff e dois vetores linearmente independentes para- 
lelos a ff). 

As equações podem ser dispostas assim : 


X - 

n 

-i 

+ 

X 

; 2 
1 

\ + 
1 

M • 

7-3): 

i 

y = 

i 

+ 

X 

1 

' 1 
1 

1 

1 + 
1 

M • 

i 

i ! 

I 

Z = 

0 

L 

+ 

X 

1 

. 1 
1 

1 

' + 

J 


L _°J 
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Daí, imediatamente se escreve 

x — ( — 1) y - 1 z-0 

2 1 1=0 

-3 1 0 

De onde resulta 

x + 3y — 5z — 2 = 0 

4. Um plano tem por equação geral x + 2y — z — 1 = 0. Obtenha equações paramétricas de rr . 
Primeira Resolução 

Um modo de resolver é obter três soluções da equação dada, de forma que os pontos 
correspondentes não sejam colineares. 

Por exemplo, 

x = y = 0= > z= — 1 A = (0, 0, — 1) pertence a rr. 

x = z = 0 =* y = — B = (0, — , 0) pertence a 7T. 

y = z = 0 =» x = 1 C = (1,0,0) pertence a rr. 

Como CB = (—1,—, 0) e AC =(1,0, 1) são LI, A, B e C não são colineares. Segue que 

x = 1 - 2 A - ix 
y = A 
z = - H 



são equações paramétricas de ir. 
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Segunda Resolução (melhor) 

Escreva y = X e z = y . Substituindo na equação dada vem x + 2X — y — 1 = 0, 
x = 1 - 2 X + y . Portanto temos 

x = 1-2 \ + y 
y = X 
z = M 

Pode-se justificar esse procedimento em geral (veja o Exercício 14). Se ax + by + cz + 
d = 0, a 2 + b 2 + c 2 # 0, é uma equação geral de um plano, então ou a # 0, ou b # 0 ou c # 0. 

Se a ¥= 0, faça y = X , z = y e daí x = — — X — — u - — . 

a a a 

â c d 

Se b =t= 0, faça x = X , z = /u edaíy = X y . 

b b b 

Se c ¥= 0, faça x = X , y = y e daí z = - —X — — y - — • 

c c c 

5. Uma reta r é dada como intersecção de dois planos: 

x+y+z— 1=0 
x + y - z =0 
Dê equações paramétricas de r. 

Primeira resolução 

A idéia é chamar uma das variáveis x, y, z de X, e achar as outras em função de X . 
Fazendo x = X, chegamos a 

y + z = — X + 1 
y - z = - X 
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Resolvendo o sistema acima, obtemos 



z 


1 

— , e portanto 


f x = X 



z 



são equações paramétricas de r. 


Note que todos os pontos de r têm cota z = — (constante). Logo z não serve como 


parâmetro, isto é, nao podemos fazer z = X. E quanto a y = X? 


Segunda resolução 


Se acharmos dois pontos distintos de r, saberemos escrever equações paramétricas de 
r. Basta então achar duas soluções distintas do sistema 


x + y+ z— 1=0 


x + y - z = 0 


Por exemplo, os pontos A = (— , 0 ,— ) e B = (- -rr- , 1 ,-—-), obtidos fazendo respectiva- 

2 2 2 2 


mente y= 0 e y = 1 no sistema acima, são pontos da reta r. Então AB=( — 1,1,0) e por- 


tanto 
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< y = \ 



são equações paramétricas de r. 

Observação 

É bastante freqüente descrever-se uma reta r por um par de equações da forma 


a^ + bjy + CjZ + dj = 0 
a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 = 0 


( 6 ) 


com a j +bj + cj =£0 e aíj+b^ +c^¥=0, isto é, encarar a reta r como interseção de dois 
planos tTj e ff 2 . É claro que nesse caso esses dois planos não devem ser paralelos, e uma con- 
dição necessária e suficiente para isso, como veremos no Capítulo 16, é que os coeficientes 
aj.bj.Cj não sejam proporcionais a a 2 ,b 2 ,c 2 . O exercício anterior mostra como se obtêm, 
nesse caso, equações paramétricas da reta. 

Por outro lado, dadas equações paramétricas de uma reta r, podemos obter equações 
de r sob a forma (6) eliminando o parâmetro - por substituição, por exemplo. Caso o parâ- 
metro não compareça em uma das três equações paramétricas, esta já é equação de um plano 
que contém r. Vejamos exemplos. 


1 °) 

r: 


x = 1 - X 
, y = 2 + 2 X 
z = 3 + X 


(Xe IR) 
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Temos, da terceira equação, 

X = z - 3 

Substituindo nas outras duas, vem x = 1 - (z - 3) e y = 2 + 2 (z - 3), ou 


r 


x + z — 4 = 0 


y - 2z + 4 = 0 


isto é, r é a interseção dos planos 7Tj : x + z— 4 = 0 e 7T 2 : y — 2z + 4 = 0. 


2 ?) 


' x = 2 

r : . y = 1 + X (X<ER) 
z = 1 + X 

\ 


Como x = 2 é equação de um plano 7Tj e todo ponto de r obedece a essa equação, temos 
que rC 7Tj. Para obter outro plano, tt 2 , que contenha r, basta eliminar X nas outras duas 
equações; obtemos y = z. Assim, 


3?) 



' x = 1 - 3 X 
r : y = 0 (XtER) 


1 



Essa reta está contida nos planos 7tj : y = 0. e tt 2 : z 
essas duas equações. Logo, 


3 ’ 


pois todo ponto de r satisfaz a 
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í y = o 



são equações de r na forma (6). 

Finalmente, repare que o procedimento de “eliminar o parâmetro” já foi utilizado no 
capítulo anterior, para se obter equações de uma reta na forma simétrica, que nada mais é 


do que um caso particular da forma (6). 

Assim, se 

r : 

x - 1 y + 2 

3 ‘ 2 

z 

-2 

podemos escrever 

í x - 1 z 

3 -2 


r : < 

y + 2 _ z 



1 2 -2 


ou 

2x+3z-2=0 

(*i) 

r : < 

y + z + 2 = 0 

(* 2 ) 


6. Faça um esboço do plano de 
equação geral x + y — 2 = 0, 
relativamente ao sistema orto- 
gonal de coordenadas ilustrado 
na figura. 

Resolução 

Os pontos do plano devem obedecer à equação x + y = 2, de modo que sua coordenada 
“z” pode tomar qualquer valor real. Então, se um ponto P = (x 0 , y Q , z Q ) pertence ao plano, 
qualquer ponto Q = (x 0 , y 0 , z) também pertence. O plano contém então todas as retas “ver- 
ticais” que furam o plano Oxy ao longo da reta r, indicada na figura seguinte. 
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Observação 

Na Geometria Analítica Pla- 
na, a equação x + y = 2 represen- 
tava a reta r. Cuidado, que 
agora se trata de um plano, 
aquela reta tem equações 


x + y = 2 
z = 0 

EXERCÍCIOS propostos 

1. Faça um esboço dos planos com equações gerais dadas abaixo, relativamente aos sistemas 
de coordenadas ilustrados nas figuras. 



(X) CUBOS (H) 


a) x - 2 = 0 

b) 

y + 1 =0 

c) 

z + 4= 0 d) x + y - 1 = 0 

e) x - z = 0 

0 

y - z - 2 = 0 

g) 

x+y+z-l=0 


2. Passe para a forma paramétrica as equações gerais dos planos do exercício anterior. 

3. Obtenha equações gerais dos planos coordenados e dos planos bissetores dos diedros determi- 
nados por eles (suponha o sistema ortogonal). 
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4. Verifique se rr,=rr 2 nos seguintes casos (explique por que) : 

a) 7Jj : x — 3y + 2z + 1 = 0, : 2x — 6y + 4z + 1 = 0 

b) 7T j ; x — ^- + 2z — 1 = 0, rr 2 : -2x +y - 4z + 2 = 0 

5 . Obtenha equações gerais para os planos rr descritos abaixo : 

a) rr passa por A = (1, 1, 0) e B = (1, -1, -1) e é paralelo ao vetor v= (2, 1, 0). 

b) rr passa por A = (1, 0, 1) e B = (0, 1, —1) e é paralelo ao segmento CD, onde 
C = (1, 2, 1) e D = (0, 1 , 0). 

c) rr passa pelos pontos A = (1, 0, 1), B = (2, 1, —1) e C = (1, — 1, 0). 

d) rr passa pelos pontos A = (1,0, 2), B = (— 1,1,3) e C = (3, — 1, 1). 

6. Dadas as retas 

x — 1 y 

r : = — = z e s : x — 1 = y = z 

2 2 

obtenha uma equação geral para o plano determinado por r e s. 

7. Idem, sendo 

x— 1 _ y— 3 z x _ y z— 4 

1 ' 2~ ~ 3 4 6 S 2 i" 4 


8. Obtenha uma equação geral do plano 


rr 


x = 1 + X — U 
y = 2 X + M 


z = 3 — n 
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9. Idem, 


f x = 1 + X 


n : 


y = 2 


[ z = 3-X+/H 


10. Seja tt i o plano que passa pelos pontos A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0, 0, 1). Seja rr 2 
o plano que passa por Q = (— 1,— 1,0) e é paralelo aos vetores ~v = (0, 1, — 1) e w = (l,0, 1). 
Seja tr 3 o plano de equação vetorial X = (1,1,1) + X(-2, 1,0) + fi ( 1 , 0 , 1 ). 

a) Escreva equações gerais de tr l ,ir 2 e tt 3 

b) Mostre que a interseção 7Tj r\n 2 H tr 3 se reduz a um único ponto; determine-o. 


11. Verifique se a reta r está contida no plano n nos seguintes casos: 

a) r: X = (1, 0, 0) + X(2, — 1 , 0), tt:x + 2y + 3z = 1 

b) , 7T : X = (1, 4, 1)+ X(l, -1, 1) + ju(-l, 2, -1) e r passa pelos pontos 

A = (2,3, 2) e B =(0, 0, 1) 

c) r:x— l = 2y = 4— zett:x+2y — 2z+l=0 


12. Sejam P = (4, 1,-1) e r: X = (2, 4, 1) + X(l, -1, 2) 

a) Mostre que P Ç: r. 

b) Obtenha uma equação geral do plano determinado por r e P. 


13. Verifique, em cada um dos casos seguintes, se as retas r e s são concorrentes. Em caso afirma- 
tivo, determine o ponto P comum a elas e escreva uma equação geral do plano determinado 
por elas. 
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x = X 



a) 


r< 

1 

ii 

>v 


x — 1 y — 5 2+z 

r : < 

s : 

3 3 5 



[ z = 1 +4 X 





' x = 2 - 2 X 


| x = 1 + X 

b) 

r : « 

y = 4 + X 

s : < 

0-1 

1 

II 

>v 



z = — 3 X 


z = 2 X 

Seja 

ax + 

by + cz + d = 0 

uma 

equação geral de um plano tt . 


b . c d 

— X m 

a a a 


y = X 
z = M 

i 

são equações paramétricas de tt. 

Sugestão Verifique se elas são equações paramétricas de algum plano . Mostre que 7Tj C 
donde 7Tj = 7r. 


§ 3 Vetor Normal a um Plano 

Atenção Neste parágrafo, o sistema de coordenadas adotado é obrigatoriamente ortogonal. 

Consideremos um plano »C E 3 . Chama-se vetor normal a ff a qualquer vetor não nulo orto- 
' ~ ► - ► — ► 

gonal a ff. E claro, pois, que n =# 0 é um vetor normal a ir se e somente se n é ortogonal a qual- 
quer vetor paralelo a ff (ou: a qualquer vetor diretor de ff* ^). Vejamos como obter uma equação 
geral de ir conhecendo um ponto A = (x Q , y 0 , z Q ) de 7r e um vetor n = (a, b, c) normal a ff 
(.. a 2 + b 2 + c 2 # 0): pondo X = (x, y,z), temos que 

X G ff AX in 


*) Assim, se u c v são dois vetores diretores de ff, linearmente independentes, o vetor u ^v é um 
vetor normal a Tt. 



fc t> 
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n 



X E rr (x - x,,) a + (y - y 0 ) b + (z - z 0 ) c = 0 

e pondo 


d = - ax 0 - by 0 - cz 0 


(?) 


concluímos que 


XEn o ax+by+cz+d = 0 


Então, esta última equação é uma equação geral de rr; a particularidade importante é que os coe- 
ficientes de x, y e z nessa equação são as coordenadas de um vetor normal, na ordem adequada, 
e d é dado por (7). 

Reciprocamente, se ax + by + cz + d = 0 é uma equação geral do plano 7r, mostraremos que 
= (a, b, c) é um vetor normal a rr. Para isso, basta mostrar que "n • T= 0, para todo o vetor 
paralelo a rr, ou seja, que n • AB = 0, para quaisquer pontos A e B de rr. 

Sejam A = (x 1 ,y 1 ,z 1 ) e B =(x 2 ,y 2 ,z 2 ). Se A€rr e B€rr temos 

axi +by! + cz i + d = 0 
e 

ax 2 + by 2 + cz 2 + d = 0, 

donde se obtém, subtraindo membro a membro, a (x 2 — Xj) +b(y 2 — y t ) +c(z 2 — zj =0, 
que é justamente o que queríamos, já que a expressão do primeiro membro é igual a n'* AB . 
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Conclusão Relativamente a um sistema ortogonal de coordenadas, os coeficientes de x, y e z 
de uma equação geral de um plano 7r são coordenadas de um vetor normal a ff. Veremos nos próxi- 
mos exercícios resolvidos, aplicações desse fato. 


EXERCÍCIOS resolvidos 

Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas. 

1 . Obtenha uma equação geral do plano ff, que passa pelo ponto A = ( 1 , 0, 2) e tem vetor nor- 
mal ~n = (1, —1,4). 

Resolução 

Temos 

X e 7t o AX • n = 0 
Então, pondo X = (x, y, z), vem 

XEn o (x — 1 , y — 0, z — 2) • (1 , — 1 , 4) = 0 
+* x— 1— y+4z — 8 = 0 


Logo x — y+4z— 9 = 0 é uma equação geral de ff. 

Outro modo de resolver este exercício é o seguinte: se n= (1,-1, 4) é um vetor normal a 7t, 
então uma equação geral de ff é da forma 

x-y + 4z + d= 0 

Para determinarmos d, basta lembrar que A E ff e portanto suas coordenadas devem satisfa- 
zer a equação de ff : 


1-0+4. 2 + d = 0 , 


e daí d = — 9 . 
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2. Obtenha uma equação geral do plano ff que passa por A = (0, 1 , 2) e tem vetores diretores 
■u = (4, 1,2) e "v = (2, 1, -2). 


Resolução 

Já vimos (1? exercício resolvido do parágrafo anterior) como resolver este exercício 
mesmo que o sistema de coordenadas não seja ortogonal. Uma alternativa para quando o sis- 
tema é ortogonal é a seguinte . 

Sendo 



2 1 -2 


— 4 i + 12 j + 2 k 


temos que, n = (—2, 6, 1) é um vetor normal a ff (por quê?). Então 

XGtt o AX -"n = 0 o (x, y — 1, z — 2) • (—2, 6, 1) = 0 
-2x + 6y-6+z-2 = 0 


Logo, uma equação de ff é 2x — 6y - z + 8 = 0. 


3. Escreva equações paramétricas para a reta 
ff 2 :3x + y + 2z — 1 = 0. 

Resolução 

Os vetores li, = (2,-1, 0) 
e n 2 = (3, 1, 2) são normais, res- 
pectivamente, a ff, e ff 2 . 

Então, como r está contida em v \ 
e em ff 2 , segue-se que n, e n 2 

são ortogonais a r. Concluímos 

— > — > 

que n, ^ n 2 é um vetor diretor 
de r. 


r= ff, D ff 2 , onde ff,:2x — y — 3 = 0 e 


ni 
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-r -r -r 

Í j k 

— y — ► — ► — ^ ► 

nj^n 2 = 2 -1 0 = — 2i — 4j+5k 

3 1 2 

Determinemos agora um ponto de r: fazendo x = 0 na equação de , obtemos y = — 3 
e substituindo na equação de ff 2 , vem z = 2. Assim, o ponto P = (0, —3, 2) pertence aiTj e 
a 7r 2 , e portanto a r. Conclusão: r passa por P = (0, -3, 2) e tem vetor diretor v = (-2, -4, 5). 
Daí, 

x = — 2 A 

y = -3 - 4 A (AGIR) 

z = 2 +5 A 

são equações paramétricas de r. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas. 

1. Obtenha um vetor normal ao plano n nos seguintes casos: 

a) 7T passa pelos pontos A = (1, 1, 1), B = (1, 0, 1) e C = (1, 2, 3) 

x = 1 + a 

b) tr tem equações paramétricas y = 2 — a + /3 

z = a- 2/3 

c) tr tem equação geral x — 2y + 4z + 1 =0 

2. Obtenha uma equação geral do plano tr que passa pelo ponto P = (1, 1 , 2) e é paralelo a 
7T, :x — y + 2z + 1 = 0. 
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3. Dê uma equaçao geral do plano ff que passa pela origem e é perpendicular à reta que passa 
por A = (1, 1, 1) e B = (2, 1, — 1). 


4. Dê uma equação geral do plano que passa pelo ponto P = (1, 0, 1) e é perpendicular à reta r: 
X = (0, 0, 1) + X(l, 2, — 1). 


5. Decomponha o vetor v = — 3i + 4j — 5k paralela e ortogonalmente ao plano 

r x = 1 - X 
ff : | y = -2 

l z = \-n 


6. Escreva uma equação vetorial da reta que passa por A = (1, 2, 3) e é perpendicular ao plano 
ff:2x +y -z = 2. 


7. Escreva equações paramétricas da reta interseção dos planos 



1 + X 
-2 
X fj. 


e 


'2 • 


' x = 1 + X - n 
y = 2 X + ^t 

z = 3 — n 

- 


8. Escreva equações paramétricas da reta que passa pela origem e é perpendicular ao plano 


ff : 


x = 1 — X-/i 
y = X + ju 
z = X 


9. Prove que o lugar geométrico dos pontos de E 3 que são eqüidistantes de A = (l, -1, 2) e 
B = (4, 3, 1) é um plano. Mostre em seguida que esse plano passa pelo ponto médio de AB 
e é perpendicular ao segmento AB. 


10. (Generalização do Exercício 9). Prove que o lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidis- 
tam de dois pontos distintos A = (x í ,y 1 ,z 1 ) e B=(x 2> y 2 ,z 2 ) é um plano que passa pelo 
ponto médio do segmento AB e é perpendicular a ple. Esse plano é chamado plano mediador 
do segmento AB. 
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1 1. Mostre que o lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidistam dos pontos A = (2, 1, 1), 
B = (—1, 0, 1) e C = (0, 2, 1) é uma reta, perpendicular ao plano que passa por A, B e C. 
Dê equações paramétricas dessa reta. 

§ 4 Feixe de Planos 

A noção que veremos agora é muito útil na resolução de problemas. Considere uma reta r 
interseção dos planos tr l e ff 2 ; r = ff , n ff 2 . Suponha que 

ff^ : a^ +b,y + c,z + d, =0 (a 2 + b 2 + c 2 =£0) (8) 

ff 2 : a 2 x+b 2 y + c 2 z + d 2 =0 (a 2 + b 2 + c 2 * 0) (9) 



O que representará a equação 


a(a!X +b,y + c,z +d!) + 0(a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 ) = 0 


( 10 ) 


onde a e 0 são números não ambos nulos (a 2 + 0 2 0)? 

Se você escrever a equação acima na forma 

(aa, + 0a 2 )x + (ab! + 0b 2 )y + (aC] + 0c 2 )z + ad, + 0 d 2 = 0 (11) 

e verificar que os coeficientes de x, y, z não podem ser simultaneamente nulos (veja o Exercício 
2) então concluirá que (10) representa um plano ff. 

Qual a relação entre ff, ff i e ff 2 ? Ora, todo ponto de r = ffj n ff 2 satisfaz (8) e (9), logo sa- 
tisfaz também (10), e portanto (1 1). Conclusão: r C ff. 
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Agora, se um plano contém r, será que existem a e 0 (não simultaneamente nulos) tais que a 
equação desse plano é (10)? A resposta é afirmativa. Veja o Exercício 3. Então concluímos que 
dados os planos 

, , , UFFE 

ir 1 : a^ + biy + CiZ + dj = 0 (a 2 + b 2 + c 2 =£0) ^i f ;\ 

e BlBUOVl.v 

ff 2 : a 2 x +b 2 y +c 2 z +d 2 = 0 (a 2 +b 2 +c 2 =£0) 

tais que n l n ff 2 = r, o conjunto de todos os planos que contêm r é 

{tr: a (ajX + biy + CjZ + dj) + 0 (a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 ) = 0 | aGR, 0GR, a 2 + 0 2 0} 

Tal conjunto é chamado de feixe de planos por r. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1 . Dê uma equação do feixe de planos que contêm a reta 
r: X = (1, -1,0) + X(2,-3,4) 


Resolução 

Precisamos achar dois planos e ff 2 cuja interseção é r. Para isto, achamos equações 
paramétricas de r: 


' x = 1 + 2 X 
. y = -1 - 3 X 
z = 4 X 


Agora, eliminando X das duas primeiras vem 3x + 2y - 1 = 0. Da mesma forma, eliminando 
X das duas últimas vem 4y + 3z + 4 = 0. Então 


r: 


3x + 2y — 1 


= 0 


[ 4y + 3z + 4 = 0 
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Logo, um plano qualquer do feixe será dado por 

i 

a (3x + 2y - 1) + 0 (4y + 3z + 4) = 0 (a 2 + 0 2 =£ 0) 

2. Ache o plano que contém o ponto P = (1 , 1 , —3) e a reta 

’ x-y + 2 = 0 

r: 

x + y + z = 0 

Resolução 

O feixe de planos por r é dado por 

a (x - y + 2) + 0 (x + y + z) = 0 (a 2 + 0 2 =£ 0) 

Impondo que P pertença a esse plano genérico do feixe, vem 
«( 1 - 1 + 2 ) + 0(1 + 1 +(— 3 ) ) = 0 

Logo 2 a - 0 = 0, donde 0 = 2a a^O e (]^0). Substituindo na equação do feixe, 
vem a(x - y + 2) + 2a(x + y + z) = 0 ou a(3x + y + 2z + 2) = 0. Como a =£ 0, 3x + y + 2z + 2 = 0, 
é uma equação do plano procurado. 


3. Ache o plano rr que contém a reta r do primeiro exercício e é perpendicular ao vetor 
lí = (1, 2, 1) (suponha que o sistema de coordenadas é ortogonal). 

Resolução 

Segue do primeiro exercício que um plano que contém r terá equação da forma 
ir.3ax + (2 a + 4 0 )y + 3 0 z + (-a + 4 0) = 0 
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Sendo "íi 1 tt, devemos ter portanto u//(3d, 2 a + 4/3, 3/3), isto é, 


3a = X 

2a + 4/3 = 2X 
3/3 = X 


para algum X € IR. Do sistema acima obtemos a =/3 e portanto 7r:3ax + 6ay + 3az + 3a=0 
Sendo a 0, dividimos por 3 a : 

7r:x + 2y + z+ l =0 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Obtenha uma equação geral do plano 7r que passa pelo ponto P = (1, — 1, 1) e contém a 
reta 


r: X = (0, 2, 2) + X(l, 1,-1) 

2. Prove que na equação (11), os coeficientes não podem ser simultaneamente nulos. 

3. Prove que se r = 7r x n 7r 2 e se r C n, existem a e /3 reais, não ambos nulos, tais que (10) 
é uma equação de 7r. 

Sugestão: O sistema formado pelas equações de , 7 r 2 e n é indeterminado. Como as duas 
primeiras são independentes, a terceira é combinação linear delas. 

4. Obtenha uma equação geral do plano ir, que contém o eixo dos x e é perpendicular à reta 
r: X = (0, 1, 1) + X(0, 2, 1) (sistema ortogonal). 

5. Ache uma equação geral do plano n, que contém r:X = (1, 1,0) + X(2, 1, 1) e é perpen- 
dicular as: X= (1, 0, 0) + X(1 , 1 , 0) (sistema ortogonal). 




Advertência Muito mais do que da memória você vai necessitar, neste-capítulo, do seu bom 
senso. 

§ 1 Reta e Reta 

Queremos neste parágrafo resolver o seguinte problema: dadas duas retas r e s, descobrir 
se elas são paralelas, concorrentes ou reversas; se forem paralelas, verificar ainda se são coinci- 
dentes ou distintas. 

Para isso, fixemos um sistema de coordenadas (O, e'i , e^), e designemos por"r =(a, b, c) 

um vetor diretor de r, por s = (m, n, p) um vetor diretor de s, por A = (x 2 , yj, 2 ]) um ponto 
qualquer de r e por B = (x 2 , y 2 , z 2 ) um ponto qualquer de s. Observemos então que: 

• r e s são reversas se e somente se (?,"s, AB ) é LI, ou seja, se e somente se 

abc 

m n p t* 0 (1) 

■* 

x 2 - x, y 2 - yi z 2 - z! 
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Roteiro 

Escolher um vetor "r paralelo are um vetor "s paralelo a s. Temos duas possibilidades: 
(?,t) LI ou (?,"s) LD. 

1) Se (r , "s) é LI, escolher um ponto A G r e um ponto B€s, e verificar se (?, "s , AB ) é LI 
(condição (1)). Em caso afirmativo, r e s são reversas. Se, por outro lado, (i, "s , AB ) é LD, 
estão obedecidas as condições (3) e r e s são concorrentes. 
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2) Se (?, 7) é LD (condição (2)), r e s são paralelas. Resta saber se coincidem ou não. Para 
isso, basta escolher um ponto qualquer P de r e verificar se P pertence a s: se sim, temos 
r = s (pois r // s e r e s tem um ponto em comum); se não, r e s são paralelas distintas 
(r n s = 4 > e r // s). 

Observação 

Se r e s são concorrentes, o único ponto P comum a elas pode ser determinado resolven- 
do-se o sistema S constituído das equaçOes de r e s. Aliás, o estudo da posição relativa pode 
também ser feito resolvendo-se esse sistema ^ *\ Se S tiver uma única solução, r e s são concor- 
rentes; se S for indeterminado (infinitas soluçOes) então r = s; se S for incompatível, dois 
casos podem ocorrer: as retas são reversas ou paralelas distintas (isso pode ser decidido tomando-se 
um vetor diretor de cada uma e verificando se são LI ou LD). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Estude a posição relativa das retas 

r:X = (1,2,3) + A(0, 1,3) (A€R) e s : X = (0, 1, 0) + X (1, 1, 1) (Xe R) 


Resolução 

Temos 7 = (0, 1, 3), 7 = (1, 1, 1). Como se vê facilmente, (r, 7) é LL Tomemos então um 
ponto em cada reta, por exemplo A = ( 1 , 2, 3) € r e B = (0, 1 , 0) e s. Então AB = (- 1 , - 1 , — 3) 
e como 

0 1 3 

1 1 1 = 2*0 

-1 -1 -3 

concluímos que (7,7, AB ) é LI e portanto r e s são reversas. 

/ * \ 

Cuidado! Não use a mesma letra para indicar os parâmetros; veja o Exercício 12 e a Observação 6 do 
Capítulo 14. 
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2. Estude a posição relativa das retas 

r:X = (1,2,3) + X(0, 1,3) (XeiR)e s : X = (1, 3, 6) + /u(0, 2, 6) Qie IR) 


Resolução 

Temos? = (0, 1, 3) e? = (0, 2, 6). Logo,? = 2? e portanto <?,?)é LD. Segue-se daí que 
r // s. Vejamos se r e s são distintas ou coincidentes. Para isso, tomamos um ponto qualquer de 
r, por exemplo, A = (1, 2, 3), e verificamos se A 6 s. Ora, fazendo n = na equação de s, 
obtemos: 

X = (1, 3, 6) sp(0, 2, 6) = (1,2,3) = A 

e portanto A € s. Concluímos que r = s. 

3. Estude a posição relativa das retas 
r: X = (1 , 2, 3) + X(0, 1, 3) e 


Resolução 

O vetor T = (0, 1, 3) é paralelo a r. Para determinar um vetor? paralelo a s, tomemos dois 
pontos de s: fazendo z = 0 nas equações de s, obtemos x = 1 e y = 5; fazendo z = 1, obtemos 
x = 1 e y = 4; logo, B = (1, 5, 0) e C = (1, 4, 1) são pontos de s e portanto? = BC =(0, — 1, 1) 
é um vetor diretor de s ( *\ 

(*) Se o sistema de coordenadas fosse ortogonal, poderíamos obter? de outro modo : 

i j k 

1 1 1 = (0, 2, -2) 

1 -1 -1 


x + y + z =6 
x - y - z = _4 


(por quê?) 
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Como (r*, "s) é LI, as retas não são paralelas. Tomemos então o ponto A = (1, 2, 3) € r; 
temos AB = (0, 3, — 3) |e sendo 

1 3 

1 1 

3 -3 

concluímos que (T,~s, AB ) é LD. Logo r e s são coplanares; como não são paralelas, concluímos 
serem concorrentes. 



0 

0 

0 



s: X = (0, 2. 2) + X (1, 1,-1) 
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2) Calcule m £ IR para que 

a) r e s sejam paralelas; 

b) r, s e t sejam paralelas a um mesmo plano; 

c) r e t sejam concorrentes; 

d) s e t sejam coplanares; 

e) res sejam reversas. 

São dadas 

I x = my — 1 y 

s: x = — = z t: — x + z =y = — z — 1 
z = y — 1 m 

3. No Exercício 1, obtenha, quando for o caso, uma equação geral para o plano determinado 
pelas retas res. 

4. Nos itens do Exercício 1 em' que res são reversas, obtenha uma equação geral para o plano 
que contém r e é paralelo a s. 

5. Determine m para que as retas r: X = (l, 0, 2) + \(2, 1, 3) e s: X = (0, 1, -1) + A(l, m, 2m) 
sejam coplanares, e nesse caso estude sua posição relativa. 

6. Determine aejl reais para que as retas 

r: X = (l, a, 0) + \(1, 2, 1) e s:| X_Z ~ 2 

[ y =/3z - 1 

sejam coplanares e obtenha nesse caso uma equação geral para o plano delas. 

§ 2 Reta e Plano 

O problema que queremos resolver agora é: dados uma reta r e um plano rr, decidir se r 
está contida em n ou se r é paralela a ir ou se r é transversal a ir, isto é, se r fura ir num ponto P. 
Neste último caso , usamos o símbolo r (Ti tt. 
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Lembrando que 

• r C tt <=» r O n contém infinitos pontos 

• r II v <=> r n 7 1 = 4 > 

• r PTl rr r fi n contém um ünico ponto 
devemos, para resolver o problema, estudar a interseção r H rr. 

Fixemos então um sistema de coordenadas ( 0 , ^ , ~e 2 , £3) e sejam, em relação a ele, 

r: X = (x 0 ,y 0 , z 0 ) + X(m, n, p) 
e 

ff : ax + by + cz + d = 0 

Vamos discutir o sistema de quatro equações lineares nas incógnitas x, y, z e X; 

x =x 0 + mX 
y = y 0 + nX 
z = z 0 + pX 
ax + by + cz + d= 0 

ou equivalentemente: 

1 .x + Oy + Oz — mX — x 0 = 0 
Ox + 1 .y + Oz - nX - y 0 = 0 
Ox + Oy + 1 .z — pX - z 0 =0 
ax + by + cz + OX + d =0 

Pela Regra de Cramer, sabemos que este sistema tem solução única se e somente se 

1 0 0 -m 

0 1 0 -n 

=£ 0 

0 0 1 -p 

abc 0 
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e calculando o determinante, isso nos dá ma + nb + pc ¥= 0. Concluímos que 


r ffi 7T <=> ma + nb + pc ¥= 0 


ou, em outros termos, 


ma + nb + pc = 0 <=> r C 7r ou t H tt 


(4a) 


(4b) 


Podemos assim estabelecer o seguinte roteiro para estudar a posição relativa de uma reta r e um 
plano tt. 


Roteiro 

1) Achar um vetor ~v = (m, n, p) paralelo à reta r e uma equação geral ax + by + cz + d = 0 
para o plano ir. 

2) Se am + bn + cp 0, a reta é transversal ao plano e para obter o ponto comum a eles, basta 
resolver o sistema formado por suas equações. 

3) Se am + bn + cp = 0, podemos ter r C 7r ou r // tt. Para decidir isso, é suficiente escolher 
um ponto qualquer A de r e verificar se ele pertence a tt. Se sim, r C jt; se não, temos 
x 1/ tt- 


Observações 

1. Se o sistema (O, ei, ei. <?ã) for ortogonal, o vetor n = (a, b, c) e' normal ao plano tt e o 
número am + bn+cpéo produto escalar v . n . A condição am + bn + cp = 0 significa, pois, 
que n lv\ Temos assim uma interpretação geométrica para (4a) e (4b): 

r ffi tt <=*■ v^ i? 
i Ctt ou r//ír < = > vln 


2. Se forem conhecidos dois vetores u = (d, e, f) e w = (g, h, i) linearmente independentes 
paralelos a ir, e sendo, comó antes, = (m, n, p) um vetor diretor da reta r, uma condição 
necessária e suficiente para qüe r seja transversal a tt é que ( u , 7, w) seja LI, isto é , 


d e f 


m n 


P 


0 


Faça uma figura para entender isso. 


g 


h 


i 
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EXERCÍCIOS resolvidos 

1 . Dados o plano 

n: X = (l, 1, 3) + X (1, — 1, l) + n(0, 1,3) 
e a reta 

r: X = (l,l,l) + or(3,2, 1) 
estude a posição relativa de r e tt. 

Primeira Resolução (veja a Observação 2) 

Observemos os vetores -v = (3, 2, 1), u = (1, —1, 1), w =(0, 1, 3), o primeiro para- 
lelo a r, os dois últimos paralelos a n (e linearmente independentes). Como 

3 2 1 

1 -1 1 = -17 0 

f 

0 1 3 

(v , u , w ) é LI; logo, r é transversal a v. 

Segunda Resolução (Veja o Roteiro) 

Obtemos uma equação geral de n : 

x - 1 y - 1 z - 3 

1 -1 1=0 

0 1 3 

donde 


n: 4x + 3y-z— 4 = 0 
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Sendo v =(3, 2, 1) um diretor de r, e como 4.3 + 3.2 + (-l).l - 17 =£ 0 vemos que r 
é transversal a rr. 

2. Idem para 


7r:X = (l,0, 1) + X (1, 1, 1) + m( 0, 0, 3), 
r: X = (2,2, l) + a(3, 3,0). 


Resolução 

Os vetores "v = (3, 3, 0), íT = (1, I, 1) ew = (0, 0, 3), o primeiro paralelo a r, os 
outros dois paralelos a 7r (e linearmente independentes) são LD, pois 


3 3 0 


1 1 1=0 


0 0 3 



Então, devemos ter r C a- ou r // ir. Para decidir isso, tomamos um ponto qualquer de r 
e verificamos se ele pertence ou não a 7r. Fazendo a = 0 na equação vetorial de r, obtemos 
o ponto (2,2,1). Substituindo na equação de ir. 

(2, 2, 1) = (1 , 0, 1) + X (1 , 1 , 1) + /r (0, 0, 3) 


ou seja 


2= 1 +X 
< 2 = X 
1 = 1 + X+ 3/a 


que é claramente incompatível. Logo, r // rr. 
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3. Idempara. 


'x = l + X 

r; , y = 1 — X e tt: x+ y — z + 2 =0 

z = X 


Resolução 

Vemos pelas equações de r que v =(1, —1, 1) é um vetor diretor de r. 
Como 1.1 + l.(-l) + (-l).l = - 1 i=0, concluímos que r é transversal a tt. 

4. Idem para 

r: X=(l, 1,0) + X(1,— 1, 1) 
e 

i r: x + y- 2=0 


Resolução 

Sendo v = (1, -1, 1) um vetor diretor de r, e sendo 1.1 + l.(-l) + 0.1 =0, temos 
por (4b) que r // ir ou r C n. Tomemos um ponto de r, por exemplo, P = (1, 1,0). Subs- 
tituindo na equação de n, vemos que PGrr. Logo, t C n. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 . Estude a posição relativa da reta r e do plano tt nos seguintes casos: 


a)r: X = (1, 1, 0) + X (0, 1, 1), n: x — y — z = 2 
x- 1 


b) r: 


= y = z, ir: X = (3, 0, 1) + X (1, 0, 1) + m (2, 2, 0) 
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. íx-y + z = 0 
c) r:l 

ux + y — z - 1 = 0 ’ 


d) r: 


rx - y=l 
|x - 2y = 0 


n: X = (0,~0) + X(1, 0) + m (0,1,1) 


jr: x+ y = 2 


e) r: X = (0, 0,0) + X(l,4, 1) 

ir:X=(l,— 1,1) + X(0,1, 2) + aí (1, -1,0) 


^ x + 2 , z + 3 „ 

f) r: — — = y - 1 = — - — , tr: 3x-6y-z = 0 


2. Calcule m para que a reta r: X = (1, 1 , 1) + X(2, m, 1) seja paralela ao plano 
ff: X = (0, 0, 0) + a (1, 2, 0) + 0 (1,0, 1). 


3. Calcule m, n£K para que a reta r: X = (n, 2, 0) + X (2, m, m) esteja contida no plano 
ff : x — 3y + z = 1. 


4. Calcule m para que a reta r: 


x 1 = -~ = — seja transversal ao plano ff : x + my + z = 0. 


m 


m 


5. Ache o ponto P onde r fura rr nos casos dos Exercícios Resolvidos 1 e 3. 

§ 3 Plano e Plano 

O problema que se coloca agora e': dados os planos ffj e tr 2 , decidir se ff j - ff 2 , ou se 
ffj e ff 2 são paralelos distintos, ou se ff, e ff 2 são transversais (ou seja, concorrentes). Neste 
último caso, usaremos a notação ff! ffi ff 2 , e a interseção ff! n tt 2 é uma reta. 

— ► — ^ ^ «. 

Fixado um sistema de coordenadas (O, e 1? e 2 , e 3 ), sejam ajx + bjy + Cjz + = 0, 

a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 =0 equações gerais de ffi e ff 2 , respectivamente. 
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a) Se ai, b j , C|, d, forem proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 , d 2 , isto é, se existir X # 0 tal que 


aj — Xa 2 , bj — Xb 2 , Cj — Xc 2 e dj — Xd 2 


teremos 7r 2 : Xa 2 x + Xb 2 y + Xc 2 z + Xd 2 =0 e dividindo por X, concluímos que 
a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 =0 é também uma equação geral para i r, . Conclusão: rr 2 =rr 2 
(todo ponto de ttj satisfaz a equação de rr 2 e reciprocamente). 

b) Suponhamos agora que a 1 , bi, Cj, são proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 , mas que d! e d 2 não 
seguem essa proporcionalidade, isto é, que existe X ^ 0 tal que a t = Xa 2 , bj = Xb 2 , 
Ci = Xc 2 e d! =/=Xd 2 . Neste caso podemos escrever n 1 : Xa 2 x + Xb 2 y + Xc 2 z + d] = 0 
e portanto todo ponto X = (x, y, z) de ir l satisfaz 


a 2 x + b 2 y + Cjz = - 


di 

X 


( 5 ) 


Como todo ponto X = (x, y, z) de rr 2 satisfaz 


a 2 x + b 2 y + Cjz = — d 2 


( 6 ) 


e 


di 

X 


* 


^ 2 ) 


vemos claramente que nenhum ponto pode pertencer simultaneamente aos 


dois planos (o sistema das equações (5) e (6) é incompatível). Conclusão: 7r 2 D 7T 2 = </> e 
Tf! e 7T 2 são paralelos distintos. 


c) Se a 1( bj, Ci, não são proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 (e aqui não interessa analisar d! e d 2 ), 
concluímos, por exclusão, que 7^ ÍTi zr 2 e que 7r, n ir 2 é uma reta r. Já foi visto, no 
Exercício Resolvido n9 5 do § 2 do capítulo anterior, como obter equações paramétricas 
para r. 


Resumindo, temos o seguinte roteiro para estudar a posição relativa dos planos 7Tj e n 2 , 
conhecidas suas equações gerais 


7T i : a! x + b! y + Ci z + d 1 = 0 


e 7T 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 - 0 
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Roteiro 

1) Se a 1; bj, c 2 , di são proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 , d 2 (isto é, se uma das equações é “múltipla” 
da outra), temos tti = jt 2 . 

2) Se ai, bi, Cj são proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 mas di e d 2 não seguem essa proporção, então 
7T i e 7r 2 são paralelos distintos. 

3) Se &i, bj, Cj não são proporcionais a a 2 , b 2 , c 2 , então iti ir 2 e n tt 2 é uma reta. 


Observações 

1. Poderíamos tratar de modo análogo o caso em que 7r 2 , ou 7t 2 (ou ambos) são dados por 
equações paramétricas ou vetoriais. A diferença é que ao invés de um sistema de 2 equações 
a 3 incógnitas, poderíamos ter que analisar um sistema de 3 equações a 4 incógnitas. Sempre 
temos, no entanto, o recurso de passar inicialmente as equações para a forma geral. Exem- 
plificaremos isso nos Exercícios Resolvidos. 

2. Se o sistema de coordenadas é ortogonal temos uma forma geométrica de tirar as mesmas 
conclusões: os vetores n 2 =(a 1 ,b 1 ,c 1 )e n 2 =(a 2 , b 2 , c 2 ) são normais, respectivamente, a 
7Ti e 7 t 2 ; logo 

• Se (r?! , n" 2 ) é LI, então 7 t 2 (Ti tt 2 



Se (nj,i? 2 )é LD, então m 2 // tt 2 . Para decidir se são distintos ou coincidentes, basta 
escolher um ponto P qualquer de 7r 2 e verificar se P pertence a 7T 2 . 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1 . Estude a posição relativa dos planos 

ff, : X = (l, 0, 1) + X(l, 1, l)+/i(0, 1,0) e tt 2 : X =(0, 0, 0) + a (1, 0, 1) +jj (-1, 0, 3). 

Resolução 

Inicialmente, obtemos equações gerais para ff, e it 2 (isso você já sabe fazer): 

ff, : x — z = 0 ff 2 :y = 0 

ou 

ff, : 1.x + O.y + (— 1) . z = 0 w 2 : 0.x + l.y + O.z =0 

Como 1, 0, —1 não são proporcionais a 0, 1,0, temos que ff, é transversal a ff 2 , e por- 
tanto ff, n ff 2 é uma reta. 

Se quisermos obter equações paramétricas para a reta r=ff, n n 2 

x — z = 0 
r : 

y = o 

basta, como já vimos no Capitulo 15, fazer (por exemplo) z = X e teremos 
' x = X 

r : - y = 0 (X £ IR) 


z = X 
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2. Estude a posição relativa dos planos 


7 ^ : 2x — y + z - 1 = 0 e 
e 

tt 2 : x-|y +^-z- 9 = 0. 


Resolução 

Cada coeficiente da equação de tti é o dobro do seu correspondente na equação de 
jt 2 , exceto o termo independente. Logo, este caso encaixa-se no item 2 do Roteiro e por- 
tanto tt i e 7 t 2 são paralelos distintos. 

3. Idem para w, : x + 10y - z = 4, 7r 2 : 4x + 40y — 4z = 1 6. 


Resolução 

Multiplicando por 4 ambos os membros da equação de tii obtém-se a equação de 
7T 2 . Logo, 7T ! = 7T 2 . 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Estude a posição relativa de 7^ e 7r 2 nos seguintes casos: 

a) tt,: X = (l, 1, 1) + X (0, 1, l) + /u(-l,2, 1) 

rr 2 : X =(1, 0, 0) + X(l, -1, 0) + /í(-l, -1, -2) 

b) 7T! : 2x— y + 2z- 1 =0 
jr 2 : 4x - 2y + 4z = 0 

c) 7r x : x - y + 2z — 2 = 0 

tt 2 : X=(0,0, 1) + X(l, 0, 3) + /z(— 1, 1, 1) 

2. Calcule m para que os planos 

w i : X =(1, 1, 0)+ X(m, 1, 1) +/u(L Lm) 


e 


7r 2 : 2x + 3y + 2z + n = 0 
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sejam paralelos distintos, nos casos: 

a) n = -5 b) n = 1 

3. .Mostre que os planos 

tf i : X = (0, 0, 0) + \(— 1, m, l) + /i(2,0, 1) 
tt 2 :X = (1, 2, 3) + a (m, 1, 0) + 0 (1, 0, m) 
são transversais, para todo m £ (R. 

4. Desenvolva um método para estudar a posição relativa dos planos 7^ : X = A + Xit + ftv e 

— ► — ► 

7t 2 : X = B + Xt + jjw , sem passar suas equações para a forma geral. 

Sugestão: Discuta a dependência linear das triplas (iT,7,T) e (if, \T, w). 


§ 4 Miscelânea de Exercícios 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Sejam r e s as retas reversas, passando por A e B e por C e D respectivamente. Obtenha 
uma equação vetorial da reta t, concorrente com r e s, e paralela ao vetor v’ = (1, -5, -1). 
Dados: A = (0, 1,0), B=(l, 1,0), C=(-3, l,-4)e D = (-l,2,-7). 


Primeira Resolução (geométrica) 

Pode-se demonstrar (faça isso) que a reta 
procurada é a interseção dos planos tr 1 en 2 , sendo 
7r, o plano que contém r e é paralelo a v’ e n 2 o 
plano que contém s e é paralelo a v’. Caso esses 
planos não sejam transversais, não existe a reta 
procurada (prove). Como passa por A e tem 
vetores diretores v” e AB , uma equação geral 
de tj i é: 



v 
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x y- 1 z 
1 -5 -1 

1 0 0 

ou 

7T i : y — 5z = ] 

Por outro lado, i r 2 passa por C e tem vetores diretores v e CD . Logo, 
x + 3 y — 1 z+4 

rr 2 : 1 -5 -1 =0 

2 1 -3 

ou 

n 2 : 16x + y+ llz+91=0 

Vê-se facilmente que tt, e são transversais, e portanto a reta procurada é 
y — 5z = 1 

16x + y+ llz + 91=0 

que tem 

x= (-^ ,1,0) + X(l, -5,-1) 

por equação vetorial. 

Segunda Resolução (algébrica) 

Sejam MeN, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre com r e s. A 
partir das equações paramétricas (ou vetoriais) de r e s, podemos escrever as coordenadas de 
M em função de um parâmetro X e as de N em função de um parâmetro u (cuidado! não use 
a mesma letra!). Como MeN pertencem à reta t, devemos ter (MN, ~v) LD, ou seja, deve 
existiraS IR tal que MN -av". 
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Essa igualdade fornece um sistema de três equações nas incógnitas X, n, a, o que per- 
mite determinar um ponto de t (M ou N). Com um ponto e um diretor (v ) de t, escrevemos 
suas equações. Se o sistema for incompatível, nío existe a reta t. Vejamos: 

Equações vetoriais: 


r: X = (0, 1, 0) + X(l, 0, 0) 
s: X = (—3, 1, —4) +p (2, 1,-3) 


MGr => M=(X, 1,0) 

NGs =*• N = (— 3 + 2p, 1 + p, — 4 - 3^t) 

Impondo que MN = av chegamos ao sistema 


f-3 + 2/i — X = a 


li = —5a 

-4 - 3/i = -a 

23 5 1 23 

que resolvido fornece X = , li = — — , a = Logo, M = ( , 1 , 0). Então 

t:X=(-^,l,O)+0(l,-5,-l). 

2. Obtenha uma equação vetorial da reta t, que passa pelo ponto P = (2, -1, 1) e é concorrente 
com as retas reversas 

y + z = 5 
x + 2z =9 


Primeira Resolução (Geométrica) 

Verifique inicialmente que P í r e P?s(o 
que aconteceria se P G R ou P € s?). Sejam ir ] , o 
plano determinado por r e P e ir 7 , o plano deter- 
minado por s e P. Se r não for paralela a , nem 
s a 7T i , a reta t procurada é rrj n 7r 2 (isso pode 
ser demonstrado). Então: fazendo z = X nas equa- 
ções derex=p nas de s, obtemos: 



2x - z + 1 = 0 
y - 2z = 1 




Posição Relativa de Retas e Planos J8b 


' x = 9 — 2A 
r: y = 5 - A 

z = A 


s: . y = 4/i + 3 
z = 2/i + 1 


e portanto: 

A = (9,5,0)er, u=(-2,-l,l)//r 

B = (0,3,1) £s, v = (l,4,2)//s 


Daí segue que 7r, passa por P = (2, -1, 1) eé paralelo a u e a PA = (7, 6,-1). Logo: 


rr,: 


x — 2 y + 1 z- 1 


-1 1 


= 0 


ou 


7r,:x — y + z— 4 = 0 


Vemos então que s e' transversal a rr, , já que 1 . 1 +(—l ).4 + 1 .2 = —1 ^0. Quanto a 
7T 2 , este passa por P e é paralelo a v eaw =(-1,2,0) (note que w =-j PB ). Logo, 


rr 2 : 


x- 2 


-1 


y+1 


z — 1 


= 0 


ou 


7T 2 : 2x + y — 3z = 0 
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• enos então que r é transversal a 7t 2 , uma vez que 2.(-2) + l.(-l) + ( -3 ). 1 = -8 0. 

\ solução é portanto, a reta 7r j D 7r 2 : 


í x-y+z — 4=0 
2x + y - 3z = 0 


que tem equaçao vetorial X = (0, -6, -2) + X(2, 5, 3). 


Segunda Resolução (algébrica) 

Sejam A e B, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre com r e s. A 
partir de equações paramétricas ou vetoriais de r e s, podemos escrever as coordenadas de A 
em função de um parâmetro X e as de B em função de um parâmetro p. Como A, B e P 
pertencem à reta t, deve existir a € IR tal que PÃ* = aPB Das equações paramétricas de 
r e s, já obtidas na Primeira Resolução, obtemos: 

A = (9 - 2X. 5 - X,X) B = (p, 3 + 4p, 1 + 2p) 

Substituindo na relação acima, vem 

(7 — 2X, 6 — X,X — 1 ) = a(p -2.4 + 4p. 2 p) 


Obtemos assim o sistema 


7 — 2X = ap —2a 
< 6 — X= 4a + 4ap 
X - 1 = 2a p 


que. resolvido, fornece 




p = -6, 
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Logo, B - (-6, -2 1 , - 1 1 ) e PB - (-8, -20. - 1 2). Então v = - -i- PB = (2,5,3)é um vetor diretor 
da reta procurada e 


t : X = (2, -1, 1) +0(2, 5, 3) 


Observação Final 

O método algébrico utilizado para resolver os Exercícios 1 e 2 é uma ótima ilustração 
daquilo que foi dito no Prefácio a respeito do método analítico de estudo da Geometria 
Cremos então ser a hora de convidá-lo a reler com atenção aquele Prefácio. 


EXERCÍCIOS propostos 

Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas nos Exercícios 10. II, 12, 14, 17, 
25, 27 e 28. 

1. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, que passa por P e é concorrente com r e s, nos 
seguintes casos (interprete geometricamente os resultados): 


a) P = (l. 1. 1) 


r: x + 3 


y-2 

2 


z - 1 
3 


s:X =(-2.0,4) + A(l. 1,-1) 


b) P = (-2, 2, -4) r: X = (-1, 1,3)+ A(-2, -2, 2) s: X = (-2, 4, 4) + A( 1 , 2, 3) 


c) P — ( 1 . 0, 6) 


r: 


x-y-z+5=0 
2x - z + 4 = 0 


x - 3 _ y - 2 z 
2 3 - 3 


d) P = (1 , -2, -1 ) 


fz = x - 2 (z = x -1 

jy =1 - x y = 1 + 2x 


e) P = (1, 0, 3) r: X = ( 1 , 0, 0) + A(3, -1 , 2) s: X = (-5, 2, -4) + A(1 , 5, -1 ) 
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2. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, concorrente com r e s, nos seguintes casos 
(interprete geometricamente os resultados): 


a) r: X = ( 1, 1. -1) + X (2, 1,-1) s: 


{ x + y - 3z = 
2x — y - 2z 


e t é paralela à reta determinada por M = (1, — 1 , 4) e N = (0. —3, - 1). 


, , x + 1 

b) r: — — =y = ~ z 


s:X = (y,-y, 0 ) + X (5, 4, 3) 


e t é paralela ao vetor v =(1,0, 1 ) 


c) r: X =(1,2, 3) + X (2, — 1 , 0) 


s: X = (0, 1,-3) + X (1, — 1 , —2) 


e t é paralela à reta 
h: X = (0, 0, 0) + 

3. Obtenha uma equação vetorial para a reta que passa pelo ponto P, é paralela ou contida 
no plano 7r, e concorrente com a reta r nos seguintes casos (interprete geometricamente): 

a) P = ( 1 , 1,0) tt: 2x + y- z- 3 =0 r: X = ( 1 , 0. 0) + X (- 1, 0, 1 ) 


b) P = (l. 0. 


tr. x - 3y — z = 1 


r: X = (0, 0, 0) + X (2, 1,-1) 


c) P = ( 1 . 2, 1 ) tt: x y = 0 


r: X=(l, 0, 0) + X (2, 2, 1) 


4. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, contida no plano 7r:x-y + z=0, e que e' 


concorrente com as retas 


x + y + 2z = 2 


z =x + 2 


5. Obtenha uma equação vetorial da reta t, paralela aos planos a e |3, e concorrente com as 
retas r e s, sendo 

í x + 2y — z = 3 

r:x-2y=z-x = y+ l s: ( 

[x-2y + z+ l= 0 

a:x+2y + z-!=0 e ji : x + 4y + 2z = 0. 
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6. Obtenha uma equação geral para o plano que contém a reta r: X = (1, 1, 0) + X (2, 1, 2) 

X + 1 

e é paralelo à reta s : — - — = y = z + 3. 

7. Obtenha uma equação geral para o plano que passa pelo ponto P = (1, 3,4) e é paralelo 
ao plano mx + y + z+ l =0. 

8. Dê uma equação vetorial da reta h, paralela ao plano ir:x + y + z = 0, concorrente com 
as retas r: X = (0, 0, 2) + a (1, 1, 1), s: X =(2, 0, — 5) + 0(0, 1, 1) e 

t:X = (— 3, — 3, 3) + 7(1,0, 2). 

9. Existe alguma reta paralela à reta r: X = (0, 1, 1) + X(1 , -1, -1), contida no plano 
7r: x - 2y + 3z -1 = 0? Por qué? E paralela ao eixo das abscissas? 

10. Considere os planos zr 1 : 2x = y, tt 2 : x = 0, 7r 3 : z = 0, e seja 7 t 4 o plano determinado 
pelas retas 

fx=0 

r: X = (1, 2, 0) + X (1, 2, — 1) e s: J 

[z+y=l 

Verifique se esses planos determinam um tetraedro e calcule o seu volume. 

1 1 . Calcule o volume do tetraedro determinado pelas retas r, s, e t e pelo plano ir. São 
dados 7T : x + y + z — 5 = 0, r:x=z=0, s:x = y=0 e t:x — 2y=z = 0. 

12. Verifique se as retas r, s, t e o plano 7r determinam um tetraedro e calcule seu volume. 

Dados: 7r:x + y- z+ l =0, 

x + y = 0 
z + 1 = 0 

13. Um paralelogramo de vértices A, B, C, D. tem lados AB e CD paralelos à reta de equação 

r: X =(0, 0. 0) + Â(3, 4. 5) e os outros dois paralelos ao plano n: x + y + 3z = 0 

Conhecendo os vértices A e D. determine os vértices B e C. Dados: A = (0. 0 . 0 ) e 
D = (l. 1. 1). 

x — 1 

14. Considere as retas r: X = ( 1 . 1 . 0) + X (0. 1, 1 ) e s: — - — = y = z. Seja A o pomo onde s 

fura o plano s, e B e C respectivamente os pontos onde r fura os planos Oxz e Oxy. Calcule 
a a'rea do triângulo ABC nos seguintes casos: 



í x = y 
1 x = z + 1 

x + y — z = 1 
x = 0 
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a) 7r:x — y + z = 2 

b) tr:x-y-z = 2 

c) rr : x — 4y + 2z = 1 

15. Projete o ponto P = (1, 4, 0) sobre o plano rr: x + y - 2z + 1 = 0, paralelamente à reta 
r: X = (0, 0, 0) + X (1, 4, 1). 

16. Sendo rr: X = (0, 0, 0) + X(l, -1,-1) + u (3, 0, -1), r: X = (1, 0, 0) + y (2, 1, 0), e 
P = (2, 2, 1 ) existe uma reta concorrente com r, passando por P e paralela a tt? Por quê? 

17. Dados os planos 7^: x — y = 0, rr 2 : x + z = 0 e n 3 : x - y + 3z + 3 = 0, mostre que 

7T , n rr 2 n 7 t 3 se reduz a um ponto A (determine-o). Em seguida, calcule o volume do 

paralelepípedo que tem diagonal AH (H = (2, 1, 3)) e três faces contidas nos planos dados. 

18. Dadas as retas r e s e o ponto P, verifique em cada um dos casos seguintes se existe uma 

reta t passando por P e concorrente com r e s nos pontos A e B de tal modo que os segmen- 

tos AP e BP sejam congruentes; se for o caso, obtenha uma equação vetorial para t. Inter- 
prete geometricamente os resultados. 

a) P = (1, —1, —9) r: X = (0, —4, 1) + X (2, 1,0) s:X = (0,-3,-3) + fi(l,0,2) 

b) P = (l, 2, 3) r: X = (0, 0, 0) + X ( 1 , 0, 1 ) s: X =(1. 1, 1) + ji (2, 1, 1) 


19. Obtenha equações do lugar geome'trico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam 
nas retas r e s e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 

a) r: X =(1, 2, 2) + X (0, 1, 1) s: X =(0, 0, 0) +u ( 1, 0, 1) 

x+y-z+1 =0 

b) r: X = ( 1 , 2, 3) + X(l, 2, 3) s: 

2x - y = 4 

c) r: X = ( 1 , 0, 0) + X (— 1 , 0, 1) 
s:X = (0. 0, l) + ju(2. 1. 1) 


20. Obtenha nos casos do exercício anterior, equações do lugar geométrico dos pontos médios 
dos segmentos paralelos ao segmento AB. que se apoiam nas retas r e s. São dados: 
A =(1,2,7) e B =(1,1,4). Interprete geometricamente. 
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21. Obtenha equações do lugar geome'trico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam 
nos planos tt x e rr 2 e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 

a) TTi : 2x- 3y + 3z — 4 = 0 7 r 2 :x + y — z + 2 = 0 

b) rr, : x — y + 3z = 0 7 T 2 : x — y + 3z — 1 = 0 

22. Obtenha, nos casos do exercício anterior, equações do lugar geométrico dos pontos médios 
dos segmentos paralelos ao segmento AB, que se apoiam nos planos n 1 e jt 2 . Interprete 
geometricamente. São dados: A =(1,4,0) e B=(0, 1,-2). 

23. Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam na 
reta r e no plano n, e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 

a) 77 : x — 2y — z = 1 r: X = (1, 0, 2) + X (2, -1, 4) 

b) rr:x + y + z = 0 r: X = (0, 0, 0) + X (1, 1, 1) 

c) n: x - 2y - z = 0 r: X = (1, 0, 1) + X (1, 0, 1) 

24. Nos casos do exercício anterior, obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios 
dos segmentos paralelos ao segmento AB e que se apoiam em r e n. Interprete geometrica- 
mente. Dados: A =(1,0,1) e B=(l,2,3). 

25. Sejam A = (2, 1, 1), B=(-1,0,1), C=(0,2,l)e rr: X = (2, 4, 0) + ot(— 1, 1, 1) + jS (— 2,— 1,0). 
Mostre que o lugar geométrico dos pontos X do plano rr, tais que o tetraedro ABCX tenha 
volume 1 , é a reunião de duas retas paralelas, contidas em rr; obtenha equações vetoriais 
para elas. 

26. Dadas as retas r: X = (1,0,0) + a(0, 1, 1), s: X = (0, 2, 0) + /3(1,0, 1), t: X = (0, 0, 3) + y(l, 1,0). 

seja h a reta concorrente com r, s e t nos pontos A, B e C respectivamente, de 

tal modo que B seja o ponto médio de AC. Determine os pontos A, B e C e uma equação 
vetorial de h. 

27. Dada a reta r:x-y=x + z-l=0, seja n um plano que contém r e determina com os 

três planos coordenados um tetraedro de volume V = Determine os vértices do 

tetraedro e uma equação geral de ir. 

28. Dados os pontos A = (1, 0, 0), B = (0, 2, 0), C = (0, 0, 3) e O = (0, 0. 0), sejam r, s e t 
as retas que passam respectivamente por O e A, O e B,0 e C. Obtenha uma equação geral 
do plano 7 r, paralelo ao plano que passa por A, B e C, de modo que o triângulo A’ B’ C’ 

7 

tenha área—, sendo A', B' e C' os pontos onde as retas r, s e t furam n. 




Nos capítulos anteriores, a não ser em raras ocasiões, não foi necessário supor que o sistema 
de coordenadas fosse ortogonal. Neste capítulo e nos seguintes, porém, isso é essencial. Então, 
salvo menção em contrário, estaremos sempre utilizando um sistema ortogonal de coordenadas 
{O, i,j, k). Preste atenção para descobrir onde surge a necessidade disso. 

§1 Reta e Reta 

Para decidir se duas retas são ou não ortogonais, tomamos vetores paralelos a elas e verifi- 
camos se estes são ou não ortogonais. 

Atenção 

Há diferença entre os termos retas ortogonais e retas perpendiculares! Retas ortogonais 
podem ser concorrentes ou reversas, enquanto que retas perpendiculares são obrigatoriamente 
concorrentes. 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1 . Verifique se as retas 

(A€ IR) 
(a GR) 


r: X = (1, 1, 1) + X (2, 1,-3) 
s: X = (0, 1 , 0) + X ( — 1 , 2, 0) 


196 


são ortogonais. Verifique também se são perpendiculares. 
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Resolução yppE 

l\\i\ 

Temos bibl’ - 

(2, 1,-3) -(-1,2, 0) = 2( — 1) + 1.2 + (-3) .0 = 0 

logo, r e s são ortogonais. Para verificar se são perpendiculares, basta verificar agora se são 
concorrentes. Para isso, segundo o que vimos no Capítulo 16, §1, é suficiente resolver o 
sistema das equações de r e s. Um outro modo é verificar se r e s são coplanares(e se forem, 
serão perpendiculares). Vejamos: 

(1, 1, De r 
(0, 1,0) G s 

0,o, í) 

(2, 1, — 3) é um diretor de r 
(— 1, 2, 0) é um diretor de s. 


Como 

2 1 -3 

-1 2 0 = 11 0 , 

1 0 1 

os vetores u, 7 e QP são LI e portanto r e s são reversas; logo não são perpendiculares. 
2. Idem para 

í x — y + 2z=l í 2x — y + z = 1 

[x+y-2z=2 |x-y = 0 

Resolução 

Devemos achar vetores ? et, diretores de r e s, respectivamente. Conforme o Exer- 
cício Resolvido nd 3, §3 do Capítulo 15, 
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i j 1? 

?= 1 -1 2 = (0,4,2) 

1 1 -2 

r T t 

t= 2 -1 1 (1,1, -1) 

1 -1 0 

Como *"s’ = 0 + 4— 2 = 2^0, as retas r e s não são ortogonais. 

3. Ache equações paramétricas da reta r que passa por P = (— 1, 3, 1) e é perpendicular à reta 



Resolução 

Vamos procurar o ponto Q, comum a r e a s (o pé da perpendicular). Obtenhamos 
inicialmente equações paramétricas para s. De 



Como Q pertence a s, temos Q = (1 + 2X, 1 + 3X, X) para algum X £ R e portanto 

PQ =(2 + 2X. - 2 + 3X, X- 1) (a) 
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Sendo v’ = (2, 3, 1) um vetor diretor de s, devemos ter PQ 1 v’. Então 

0 = P(T * v = (2 + 2X,-2 + 3X, X- 1 ) • (2, 3, 1) = 4 + 4X- 6 + 9X + X- 1 

3 — ► 34 _ j 9 _ j j 

donde X = — . Levando a (a), vem PQ = ( — , -y^)- Então r é dada por 


x = - 1 + 34(i 
y = 3—l9fi 
l = 1-11/r 


Atenção 

Evite o erro seguinte: tomar um vetor qualquer ortogonal a v para ser vetor diretor 
de r. É preciso ter muito boa pontaria para acertar a reta s, “chutando” um dentre os infinitos 
vetores ortogonais a v ! 



EXERCÍCIOS propostos 

] . Verifique se as retas r e s são ortogonais; em caso afirmativo, se são também perpendiculares. 


a) r: X = ( 1 , 2, 3) + X ( 1 , 2, 1 ) s:X=(2, 4,4) + X(-l, 1,-1) 
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b) r: X = (0, 1,0) + X(3, 1,4) s:X = (-l, 1,0)+X(1,0, 1) 

c) r:-^- s: X = (1 , 3, 0) + X (0, -7, 5) 


d) r:x+3=y=-|- 


s: 


x -4 

2 


4-y = 
-1 


-z 


e) 


' x = 2 + 3X 
y = -5 - 2X 
z = l -X 


x - 4 
s: — r— 


y -2 _ z + 4 
3 " -5 


Dé equações paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular a r nos casos 


f x = -3 + X 


a) P =(2, 6, 1) 


y = X 


z = 3X 


b) P = (1,0, 1) 


r passa por A = (0, 0, -1) e B = (1, 0, 0) 


Ache equações sob forma simétrica da reta perpendicular comum às retas reversas 


f x = 2 + X 


r: y = X e 

z = - 1 + X 


í x + y = 2 
[z = 0 


Dé uma equação vetorial da reta paralela ao plano n, perpendicular à reta AB, e que intercepta 
a reta s, sendo 7t : 2x— y + 3z— 1 = 0, A = (1,0,1), B=(0,l,2), s: X = (4, 5,0) + X(3, 6, 1). 
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§2 Reta e Plano 

Para decidir se uma reta r e um plano n são perpen- 
diculares, podemos proceder assim: sendo w para- 
lfelo ar, u e ~v linearmente independentes e paralelos a 
7T, então r 1 n se e somente se u * v é paralelo a w. 

Caso o plano seja dado por uma equação geral 

7 r: ax + by + cz + d = 0 



então, como (a, b, c) é normal a n, basta verificarmos se este vetor é paralelo a w . 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Verificar se r e ir são perpendiculares, sendo 
r : X = (0, 1 , 0) + X (1 , 1,3) (XGR) 

7T : X = (3, 4, 5) + X (6, 7, 8) + /u (9, 10,11) (X,/uGR) 

Resolução 

T t 

7 8 

10 11 


= (-3, 6, -3) 


n =(6,7,8) * (9, 10, 11)= 6 

9 


é normal a 7t. O vetor w = (1, 1, 3), paralelo a r, não é paralelo a ri , como é fácii ver. Logo 
r 4T v. 


Idem para 7T : x + 2z = 14 e r: 


2x — y — z = 0 
2x + y — z = 2 
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Resolução 

Um vetor paralelo a r é 


w =n, ~ n 2 =(2, -1, -1) ^ (2, 1, -1) - 


1 

2 
2 


J 

-1 

1 


1 

-1 

-1 


( 2 , 0 , 41 



Um vetor normal a n é n = (1 , 0, 2). Como w = 2n , vemos que r 1 7r. 

3. Ache equações na forma simétrica da reta r que passa por P = (-1, 3, 5) e é perpendicular 
ao plano n:x — y + 2z — 1 =0. 


Resolução 

Um vetor diretor de r é o vetor n =(1, — 1, 2), normal a n. Então 

x + 1 _ y - 3 _ z — 5 
r; 1 -1 - 2 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 



Verifique se r é perpendicular a tt nos casos 

a) r: X = (3, 1, 4) + X (1, - 1, 1) w:X=(l, 1, 1) + X (0, 1,0) + ^(1, 1,1) 

b) r: X = (3, 1 , 4) + X (— 1 , 0, 1) tt:X=(1, 1, 1) + X (0, 2, 0) + n (1, 1, 1) 
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x = 1 + 3X 

c) r: . y = 1 — 3X rr: 6x — 6y + 2z — 1 = 0 

z = X 

x + y + z = 1 

d) r: • n: x — y + z = 1 

2x + y — z = 0 

' x- y- z=0 

e) r: rr: 2x — 2y + 4z = 1 

x + y = 0 

2. Ache equações paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular ao plano n nos 
casos: 

a) P =(1, -1, 0) rr: X =(1, — 1, 1) + X ( 1 . 0. I) + /j(1. I, 1) 

b) P=(l,3, 7) rr:2x-y+z = 6 

3. Ache uma equação geral do plano rr que passa por P e é perpendicular à reta r nos seguintes 
casos: 

a) P = (0, 1,-1) r: X = (0, 0, 0) + X ( 1 , — 1 , 1) 

' x - 2y + z = 0 

b) P = (1, 1, — 1) r: 

2x - 3y + z - 1 = 0 

c) P = (0, 0, 0) r passa por A =(1, — 1,1) e B =(—1, 1,-1). 


4. Ache o simétrico de P em relação ao plano ir nos casos seguintes: 
a)P = (l,4,2) tt:x — y+z— 2=0 


b) P = (1 , 1, 1) 


7r: 4y — 2z + 3 = 0 
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5. Ache o simétrico de P em relação à reta r nos seguintes casos: 

a) P=(0. 2, 1) r: X = ( 1 , 0, 0) + X (0, 1,-1) 

b> P=(l, 1, — 1) r: — - = y = z 

' x - y - z = 0 

c) P = (0, 0, — 1) r: 

2x + 3y — 1 =0 

6. Determine a projeção ortogonal 

a) do ponto P = (4, 0, 1 ) sobre o plano 7r:3x-4y + 2 = 0 

b) da reta r:x+l=y+2=3z— 3 sobre o plano n: x-y + 2z = 0 

c) da origem sobre a reta interseção dos planos rr, : x + y + z = 1 e 

x = 1 + X 
it 2 : • y = 1 + /a 

z = 1 + X + M 

7. Ache equações paramétricas da reta r', simétrica da reta r em relação ao plano 7r, sendo 
r determinada por A = (1 , 0, 0) e B = (0, -1,-1) e it dado por x + y-z = 3 

8. Dados os planos 7r, : x-y + z+ l= 0 e tr 2 : x + y- z- l=0, determine o plano que 
contém n 1 n rr 2 e é ortogonal ao vetor (1, 1 , -1). 

9. Ache o vértice B de um triângulo retângulo ABC sabendo que 

(i) A =(1, 1 , 1) e a cota de C é maior do que a de A; 

(ii) a hipotenusa AC é ortogonal ao plano x + y- z- 10 = 0, e mede \/3; 

(iii) o lado AB é ortogonal ao plano 2x - y - z = 0 
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10. Ache equações na forma simétrica da reta perpendicular às retas 

' x = 1 + X x=0 

r: . y = X s:.y=/r 

z = 0 z= 1 +/i 

e que passa pela interseção de r e s. 

11. O vértice de uma pirâmide regular é P = (-y/2, 2, 0) e sua base é um quadrado ABCD con- 
tido no plano n: x — z = 0. Sendo A = (0, 2, 0), determine os outros três vértices e o 
volume da pirâmide. 

§3 Plano e Plano 

Se n x é normal ao plano 7r j , rf 2 é normal ao 
plano 7T 2 , então, 7r j 1 7r 2 se e somente se n’, • rf 2 = 0, 
como é claro. 

EXERCÍCIO resolvido 

Verificar se são perpendiculares os planos 

ir,:X=(0,0, 1) + X (1,0, l) + fjt (-1,-1, 1) 
rr 2 : 2x - 7y + 16z = 40 

Resolução 

Um vetor normal a Wj é 

i j k 

n, =0,0,1) -(-1,-1, 1)= 1 0 1 = (1,-2, -1) 

-1 -1 1 

Um vetor normal a tt 2 é n 2 = (2, -7, 16). Como íí] • rT 2 = (1, -2, -1) • (2, -7, 16) = 0. 
resulta que ttj 1 7r 2 . 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Verifique se os planos dados são perpendiculares nos casos: 

a) X = (1, — 3, 4) + X (1, 0, 3) + ju(0, 1, 3) 

X = (0, 0, 0) + X ( 1 , 1, 6) + ju (1, — 1, 0) 

b) X = (l,l, 1) + X(-1, 0,-1) +m(4, 1,1) 

X = (3, 1, l) + X(l,-3,-l) + /i(3,l,0) 

c) X = (4, 3, 1) + X (—1, 0,-1) + fi (3, 1, 0 y — 3z = 10 

d) x + y- z- 2= 0 4x-2y + 2z = 0 

2. Ache uma equação geral do plano por (2,1,0) que é perpendicular aos planos 
x + 2y— 3z + 4 = 0 e 8x— 4y + 16z- 1 =0. 

3. Dados os planos 7Tj:x-y + z+ l=0, rr 2 :x + y- z- l= 0 e rr 3 :x + y + 2z-2=0, 
ache uma equação do plano que contém ttj Pi r r 2 eé perpendicular a ir 3 . 

4. Um cubo tem diagonal AB e uma de suas faces está contida no plano 7r: x — y = 0. Deter- 
mine seus vértices, dados A =(1,1,0) e B = (l, 3,^/2). 

5. Um hexágono regular ABCDEF está contido no plano 7r:x + y + z— 1=0. Sendo 

—12 2 

A = (1, 0, 0) e D = ( ^ ’~3~’~3~) dois v ® rt ' ces diametralmente opostos, determine os 
outros quatro. 




Neste capítub, todos os sistemas de coordenadas soo ortogonais. 


§ 1 Angulo entre Retas 

Dadas as retas r e s (não ortogonais), queremos 
achar a medida 6 do ângulo agudo entre elas. Para isso, 
tomemos u =É (f e v í, respectivamente paralelos 
a r e a s. Sendo a a medida do ângulo entre u e 7, temos 

— ► ^ 

cosa = - prTrrir , 0<a < tt 
llu B 1 v H 

Analisemos o sinal de íT • v . 



v’ > 0, então cos a > 0, donde 0 < a < y , e 0 = a (veja a Figura (a)). Logo 
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• Se u • <0, então cos a <0, donde — <a <rr, e neste caso d+a=n (veja Figura (b)). 

Logo 

— ► “V 

u • V 

cos 9 = cos (n - a) = - cos a = - — r; — ~ 

II U II II V II 


Em qualquer caso, 



Salvo menção em contrário, o ângulo entre duas retas será considerado sempre como sendo 
o agudo. 



EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Ache a medida em radianos do ângulo entre as retas r: X = (1, 1, 9) + X (0, 1, -1) e 
x — 1 = y 

s: • 

z = 4 

Resolução 

Temos v? =(0, 1,-1), "v =(1, 1, 0), logo 

|u-v| |(0, 1,-1) •(!, 1,0)| 1 1 

1 u II llvll 11(0,1,-1)11 11(1,1,0)11 2 

9 = -j- (em radianos). 


2. Obtenha os ve'rtices B e C do triângulo equilátero ABC, sendo A = (1, 1, 0) e sabendo que 
o lado BC está contido na reta r de equação vetorial X =(0, 0, 0) + X (0, 1, —1). 
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Resolução 

Seja P um dos vértices (B ou C). Então, como P G r, temos 

P = (0,A,-A) (a) 


Mas o ângulo entre r e a reta que passa por A e P mede 60°. Assim, como u = (0, 1 , — 1 ) 
é um vetor diretor de r e AP =(— 1, A — 1, — A), devemos ter: 


cos 60 ° = 


| u • AP | 

II u II IIÃPll 


ou 


1 _ IX- 1 + XI 

2 y/í y/\ + (A -1)^ + A 2 


Simplificando, após elevar ambos os membros ao quadrado, chega-se a A 2 — A = 0, e por- 
tanto A = 0 ou A = 1. Portanto, segue de (a) que P = (0, 0, 0) ou P = (0, 1, —1). Conclusão: 
os dois vértices B e C são (0, 0, 0) e (0, 1 . — 1 ). 

3. Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos X G E 3 tais que a medida em 
radianos do ângulo entre o eixo dos z e a reta que passa por X e P = (0, 0, 2) seja . 


Resolução 


Pondo X = (x, y, z), temos PX = (x, y, z — 2). Assim, chamando Í2 o lugar geométrico. 


logo. 


XG n 


j_PX • k* | _ n/2 
II F5T II II k* II ~ 2 


XGÍ2 


(/.- 2) 2 
+ y 2 + ( /. - 2 ) 2 


1 

■> 


Segue-se que 


2)‘ - x‘ + V 


z 2 


(z — 2) 2 = x 2 + y 2 


(z # 2) 
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é uma equação para Í2. Note que, da forma como foi enunciado o problema, o ponto P 
não pertence a Í2, daí a ressalva z =£ 2. Use a sua intuição geométrica para perceber que 
Í2 é uma superfície cônica*** tendo o eixo dos z como eixo de simetria (veja o Exercício 10, 
§6 do Capítulo 22). 


§2 Angulo entre Reta e Plano 


Para achar a medida 6 do ângulo entre a reta r e 
o plano 7 r, basta achar a medida a do ângulo entre r 

7T 

e uma reta normal a ir, uma vez que 8 + a = — . Sejam 

tr um vetor diretor de r e rí um vetor normal a ir. Então, 
como 


1 — ► I 

| n * u | 

cosa = — :r~ 

II n II II u II 



(veja o §1), temos 


sen 8 


In • u I 
II n II II lT II 



(por serem a e 8 complementares, sabemos que cos a = sen 8). 

Observação 

O ângulo entre uma reta r e uni plano ir é definido como sendo o ângulo entre r e sua 
projeção ortogonal sobre n, salvo se rlir. Assim, se 8 é a medida em radianos desse ângulo. 

7T 

temos necessariamente 0 «£ 0 < — . 

EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Ache a medida em radianos do ângulo entre 

r: X = (0, 1. 0) + X (— 1, — 1, 0) e 7r : y + z — 1 0 = 0 


i*) Sem o seu vértice. 
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Resolução 

Como rf = (0, 1, 1) é normal an,eu =(— 1, -1, 0)e' paralelo a r, temos 


sen 9 

donde 0 = . 

o 



_ 1 _ 

2 


2. Obtenha equações paramétricas da reta r, que passa pelo ponto P = (1, 1, 1), é paralela 
ao plano ttj : x + 2y - z = 0, e forma com o plano rr 2 : x — y + 2z = 1 um ângulo de-^- rd. 


Resolução 

Tudo que precisamos é obter um vetor diretor I? da reta r. Como há uma infinidade 
de vetores paralelos a r, esse problema é obviamente indeterminado Seja íf = (a, b, c). 
Como rq = (1, 2, — 1) é normal a jt 1s temos: 

r // ti j <==> iT • nj = 0 <=> a + 2b - c = 0 (a) 

Por outro lado, sendo iv, = ( 1, - 1 . 2) normal a tt 2 , vem 

77 I u • if ; | I a - b + 2c | 

sen — = — — — — =* — 7 = — íp) 

3 II u II I! n ; II - /a‘ + b 2 + c“ y/6 

De (a), obtemos c = a + 2b Substituindo em (P), elevando membro a membro ao quadrado 
e simplificando (faça!), obtemos b = 0 e portanto (por (a) novamente) a = c. Isso quer 
dizer que o conjunto solução do sistema das equações (a) e (P) é constituído de todos os 
vetores da forma (a, 0. a). Observe que todos eles são paralelos e portanto qualquer um 
deles (não nulo) é um diretor de r. Escolhendo, por exemplo, a = 1 . teremos u =(1,0, 1 ) 
e então 


' x = 1 + A 

r: . y = I 

z = 1 + X 


*) Com um grau de liberdade, 
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Observação 

Uma outra maneira de resolver é determinando o ponto Q = (x, y, z) interseção de 
r com rr 2 . Tente fazer assim. Vale a pena observar, que nesse caso, havendo um único ponto 
Q para cada reta r, somos obrigados a procurar três equações independentes nas incógnitas 
x, y, z e obter assim um sistema determinado. 


§3 Ângulo entre planos 

A medida 6 do ângulo entre os 
planos 7T, e n 2 é a medida do ângulo 
entre duas retas r, e r 2 , respectiva- 
mente perpendiculares a rrj e ir 2 . 



EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Ache a medida d do ângulo entre os planos 

7r ! : x — y + z = 20 e rr 2 :x + y + z = 0 


Resolução 

n", = (1, -1, 1) é normal a tr, ; logo paralelo ar,. tf 2 = (1, 1, 1) é normal a tr 2 ; logo para- 
lelo a r 2 . Então, como vimos no § 1 . 


|n, -n 2 [ _ |(1, -1,1) -(1,1, 1)1 _ 1 _ 1 

lln,lllln 2 ll 11(1,-1,1)1111(1,1,1)11 y/j s/3 3 


donde 6 = arc cos — 
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2. Obtenha uma equação geral do plano n, que contém a reta 

' x - 2y + 2z = 0 

r: . 

3x- 5y + 7z = 0 

e forma com o plano n [ : x + z = 0 um ângulo de 60 graus. 

Resolução 

Se rr contém a reta r, sua equação é a da forma 

a (x — 2y + 2z) + /3 (3x — 5y + 7z) = 0 (a 2 + /3 2 # 0) 

(veja o Capitulo 15, §4), ou seja, 

v : (a + 3/3)x — (2a + 5/3)y + (2a + 7/3 ) z = 0 

e portanto rT = (a + 3/3, - 2a - 5/3, 2a + 7/3) é um vetor normal a rr. Sendo n", =(] 
normal a rr, , devemos ter 


cos 60° 


I n • n, 1 
n II II n , II 


o que nos leva a 


] | 3a + 10/3 | 

2 ~ y/2 y/ 9a 2 + 54o/3 + 83(3 2 


Quadrando membro a membro e simplificando, obtemos 
3a 2 + 22 o/3 + 39/3 2 =0 

13 

Resolvendo esta equação de 29 grau em a, você obterá' a = — 3/3 ea = - — /3. 

Substituindo em (6), obtemos duas soluções para o problema: rr : y + z = 
rr : 4x - 1 ly + 5z = 0. 
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( 5 ) 

. 0 . 1 ) 


0 e 
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§ 4 Se mi-espaço 

Seja 7r:ax + by + cz+d = 0 um plano. Queremos caracterizar algebricamente os semi- 
espaços Sj eS 2 (abertos) determinados por tr. Para isso, fixemos um ponto P G n e observemos 
que (veja a figura) 



S!={XGE j | PX'n>0} e S 2 = {X£E 3 | PX-n<0} 


onde íT = (a, b, c) é normal a n. isso se deve ao fato de que para os pontos de um semi-espaço, o 
ângulo entre PX e rf é agudo, e para os do outro, obtuso (é claro que para X £ ir, tem-se 
P)t 1 n). 

Sejam agora P = (x 0 , y o, Zo) e X=(x, y, z). De P Gir, sabemos que 

ax 0 + by 0 + cz 0 + d = 0 ( 1 ) 

Assim, 

PX • n =(x- x 0 )a + (y- y 0 )b + (z- z 0 )c 

= ax + by + cz - (ax 0 + by 0 + cz 0 ) 

(D 

= ax + by + cz + d (1 ) 

Concluímos que os semi-espaços abertos S, e S 2 se caracterizam pelas inequações 
S] : ax + by + cz + d >0 


S 2 : ax + by + cz + d < 0 
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e os semi-espaços fechados**^ e S 2 se caracterizam pelas inequações 

S i ' ax + by + cz + d ^0 
S 2 : ax + by + cz + d <0 

EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Verifique se os pontos A = (1, 2, 4) e B = (2, —1, —3) pertencem ao mesmo semi-espaço 
ou a semi-espaços opostos relativamente ao plano ir : 2x — 3y — z = 0. 


Resolução 

Basta substituir as coordenadas de A e B no primeiro membro da equação de n: 

A : 2.1 - 3.2- 4=-8 < 0 
B: 2.2 — 3( — 1) — (—3) = 10>0 
Logo, A e B pertencem a semi-espaços opostos. 

2. Os planos : 2x -3y + z = 0e7r 2 :x-3y-z-2=0 determinam quatro diedros. Chame- 
mos I o diedro que contém P = (1, 0, 0) e II o diedro que contém Q = (3, 2, -1). Quais 
pontos de r: X = (1 , 2, -2) + X (-1 , 1,1) pertencem ale quais pertencem a II? 


Resolução 

Seja X um ponto genérico de r. Então, X = (1 - X, 2 + X, —2 + X). Substituindo as 
coordenadas de P no primeiro membro da equação de jti, obtemos 2.1 - 3.0+ 0 = 2 >0. 
Substituindo no primeiro membro da equação tt 2 , obtemos 1 — 3.0 — 0 — 2 =— 1 <0. 

Então, XG I se e somente se 

2(1 - X) - 3(2 + X) + (-2 + X) > 0 e 1 - X - 3(2 + X) - (-2 + X) - 2 <0 (*) 


(*) Isto é, incluindo o plano ir. 
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isto é, 

X£I«X<-|eX>-l 

Como não existe X nas condições acima, nenhum ponto de r pertence a I. 

Quanto a II: substituindo as coordenadas de Q nos primeiros membros das equações de 
7r i e 7 t 2 , obtemos, respectivamente, 2.3 - 3.2 - 1 = —1 < 0 e 3 - 3.2 - (-1) - 2 = -4 < 0 

Então X € II se e somente se 

2(1 - X) - 3(2 + X) + (-2 + X) < 0 e 1 - X - 3(2 + X) - (-2 + X) - 2 < 0 
istoé, 

X€II<=* X> e X > - 1 <=> X > -1 
ou 

m 11 = {X = (l-X, 2 + X, -2 + X) | X > -1 } 
que é uma semi-reta. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1 . Ache o co-seno do ângulo entre as retas: 

a) X =(--§-, 2,0) + X(y-,l,l) 

x = 3 + X 

b) • y = -2-X 

.' = >/* x 


3x — 2y + 16 = 0 
3x - z = 0 

x = — 2 + X 
y = 3 + X 
z = — 5 + ,/! X 
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c) 



x+ 1 
2 


z + 3 


y = 0 


d) 



3x + y - 5z = 0 

* 

2x + 3y — 8z = 1 


2. Ache a medida em radianos do ângulo entre a reta e o plano dados: 
x = 0 

a) z = 0 
y = z 

b) x = y = z z = 0 


c) X = (0,0, 1) + A (-1, 1,0) 3x + 4y = 0 

' x = 1 + X 

d) y = X x + y- z- l= 0 

z = — 2X 

v fx + y = 2 /-gr 

e) v —=— x + y + 2z- 10 = 0 

x = 1 + 2z 7 

3. Ache a medida em radianos do ângulo entre os planos: 

a) 2x + y-z— 1=0 x-y+3z-10 = 0 

b) X = (l,0,0) + X(l,0,l) + j«(-l,0,0) x+y+z = 0 


c) X = (0, 0, 0) + X(l, 0, 0) + #i(l, 1» 1) 


X = (1, 0, 0) + X (— 1, 2, 0) + ju (0, 1,0) 



218 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


4. Ache a reta que intercepta as retas 

x— 1 y — 1 _ z 
f ' 3 " 2 " 3 


x=-l +5X 
y = 1 + 3X 
z = X 


e forma ângulos congruentes com os eixos coordenados, 

5. Ache a reta que passa pelo ponto P = (0, 2, 1) e que forma ângulos congruentes com as 
retas 

" x — 1 
y = 2 
z = 3X 

6. Ache a reta que passa pelo ponto (1, -2, 3) e que forma ângulos de 45° e 60° respectiva- 
mente com o eixo dos x e dos y. 


' x = X 

' X= 1 

/ 

y = 2X s: 

y = 2 + 3X 

t: 

z = 2X 

ro 

II 

N 

/ 

\ 


7. Ache uma reta que passa por P = (1, 1, 1), intercepta a reta r: -y = y = z e forma com 


ela um ângulo d com cos 8 = 


V*' 


8. Ache um vetor diretor de uma reta paralela ao plano 7r:x+y + z = 0e que forma 45 graus 
com o plano 7r x : x — y = 0. 


9. Calcule a medida dos ângulos entre a diagonal de um cubo e suas faces. 


10. Ache uma equação geral de um plano que contém a reta r 

7T 

de y rd com o plano x + 2y - 3z + 2 = 0. 


í x = z + 1 
t y = z — 1 


e que forma ângulo 


{ 3z — x = 1 

j _ j e forma com 

^ 2 /3ü 

s: X = (1, 1, 0) + X (3, 1, 1) um ângulo cuja medida em radianos é 9 = are cos — ^ — . 

1 2. Resolva novamente (usando ângulos agora) os exercícios: 

a) n9 11 do §2 do Capítulo 17 b) n9 5 do §3 do Capítulo 17. 

13. Releia o Exercício 28, Capítulo 16 §4. Qual dos dois planos encontrados intercepta o 
tetraedro OABC? 


14. A diagonal BC de um quadrado ABCD está contida na reta r: X = (1, 0, 0) + X (0, 1, 1). 
Conhecendo A = (1 , 1,0), determine os outros três vértices. 




Neste capítub está fixado um sistema ortogonal (O, i, /', k ) de coordenadas. 


§ 1 Distância de ponto a ponto 

Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, sejam A =(x 1; y 1( Zj) e B = (x 2 , y 2 , z 2 ). 
Então como já vimos no Capítulo 13, a distância entre A e B é 

d(A,B) = II RA II = li(xi - x 2 , y, - y 2 , - z 2 ) II 

donde 



EXERCÍCIO resolvido 

Prove (analiticamente) que o lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidistam de dois 
pontos A e B é um plano perpendicular ao segmento AB que passa pelo seu ponto médio (esse 
plano é chamado plano ntediador do segmento AB). 
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Resolução 

Sejam A = (x,, yj, Zj) e B = (x 2 , y 2 , z 2 ) e chamemos Í2 o lugar geométrico. Então 


X = (x, y,z)Êfi «=* d(X,A) = d(X,B) 

Xefi <=* (x- x,) 2 + (y- y,) 2 +(z- z,) 2 = (x- x 2 ) 2 +(y- y 2 ) 2 + (z- zj) 2 

X E ü, <=> x 2 — 2x! x + X 2 + y 2 — 2yjy + y 2 + z 2 — 2zj z + zj 
= x 2 - 2x 2 x + x 2 + y 2 — 2y 2 y + y 2 + z 2 -2z 2 z + z 2 
Xen«=>2(x 2 -x 1 )x + 2(y 2 — y,)y + 2(z 2 -z,)z + x 2 + y 2 +z 2 -x 2 -y 2 - z 2 =0 


Logo, uma equação de Í2 é 

(x 2 -x,)x +(y 2 -y,)y + (z 2 -z,)z+ y (x 2 + y 2 +z 2 -x 2 -y 2 -z 2 ) = 0 


Ora, sendo A e B distintos, pelo menos uma das três diferenças x 2 - Xj , y 2 - y t e z 2 - Zj é não 
nula, e portanto trata-se da equação geral de um plano. Além disso, vemos também que o vetor 
n = (x 2 - x t , y 2 - Yi , z 2 - z l ) é normal a esse plano. Como n = AB, concluímos que o plano é 
perpendicular ao segmento AB. Resta ainda provar que £2 passa pelo ponto médio de AB. Seja então 


M = (- 


Xl +x 2 

2 


yi + yi z, + z 2 
2 ’ 2 > 


o ponto médio. Substituindo suas coordenadas no primeiro membro da equação de Í2, obtemos 

~2 (x 2 -xiMx, + x 2 ) + ~2 (y 2 ~yi)(yi + y 2 ) 

+ \ (Z2 - zOCz, +Z 2 ) + Y (xf +yí +Z 2 -x\ - y\ - z 2 ) 

= Y [xl- x? + y 2 - y? + Z 2 - z 2 + x 2 + y 2 + z 2 - xl - y 2 - z 2 ] = 0 


o que prova que M Í2. 
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§2 Distância de ponto a reta 


Dados o ponto P e a reta r, para calcular a dis- 
tância d(P,r) de P a r podemos achar M, projeção ortogo- 
nal de P sobre r, e calcular II piíf li , que é a distância 
procurada. No entanto, o processo seguinte prescinde do 
conhecimento de M. Sejam A e B dois pontos quaisquer 
de r, A ¥= B. A área do triângulo ABP, como sabemos, é 




Comparando, obtemos H Ã? /•> AB II = II AB II h, donde 


II AP ^ AB 
d(P,r) - h - || ãb II 


Como A e B sâo pontos arbitrários de r, podemos ver AB como um vetor diretor arbitrário de r. 
Então 

( 1 ) 



EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1 . Calcule a distância do ponto P = ( 1 , 1 , — 1 ) à reta 

x — y = 1 

r: . 

x + y- z = 0 
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Resolução 

Como A = (-1, -2, -3) £r,v = (1, 1, 2) é paralelo a r, e ÃP = (2, 3, 2), resulta 
imediatamente que 


H(2, 3, 2) . (1,1,2)11 

Kl. 1,2)1 


y/14 

2 


2. Obtenha uma equaçao vetorial da reta r, paralela à reta s: X =(1, 1, 0) + X(2, 1,2), contida 
no plano tt:x — 4y + z = 0e que dista ^ do ponto P = (1, 0, 1). 


Resolução 

Seja X = (x, y, z) um ponto genérico de r. Como r C ir, temos X € n e portanto X 
satisfaz a equação de n: 

x - 4y + z = 0 

O vetor ? = (2, 1, 2), que é paralelo a s, é um diretor de r. Então, sendo d(P,r) 
temos, por (1), que 

IX?. (2, 1,2)11 y/2Ü 

11(2,1,2)11 3 

Se você efetuar os cálculos, obterá 

5x 2 + 8y 2 + 5z 2 - 4xy - 8xz - 4yz - 2x + 8y - 2z - 18 = 0 (0 ) 

Assim, XSrsee somente se X é solução do sistema das equações (a) e (0). Mas, de (a), 
segue que x = 4y - z. Substituindo em «3 ) e simplificando, vem que 4y 2 -4yz + z 2 = 1, 
isto é, (2y - z) 2 = 1, donde 

2y — z = 1 ou 2y — z = — 1 

Obtivemos assim duas soluções: 


(«0 

y/2U 

3 ’ 


r: 


x = 4y — z 
2y - z = 1 


e 


r: 


x = 4y — z 
2y- z = — 1 
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Passando paia a forma vetorial, obtemos finalmente 

r: X =(1, 0, — 1) + A (2, 1,2) e r: X =(-l, 0, 1) + A (2, 1, 2) 

Observação 

As retas obtidas são as interseções do plano tt com uma superfície cilíndrica, cuja equação 

é ( P )• 


Retas obtidas 



§3 Distância de ponto a plano 

Dados um ponto P e um plano n, para achar a distância d(P,7r) de P a 7r, podemos achar 
a projeção ortogonal M de P em 7r, e daí d(P, n) = II PNÍ II. 

Eis um processo que evita achar M. Escolha um 
ponto A de n e projete ortogonalmente AP sobre um 



d(P, rr) = 


I ÃP • n I 
II n II 


( 2 ) 
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Vejamos agora esta fórmula em coordenadas. Sejam P = (x 0 , y 0 , z 0 ) e n : ax + by + cz + d = 0. 
Então, n = (a, b, c) é normal a n. Seja ainda A = (x 1; yj, z,) o ponto escolhido em jt. Então 
AP = (xo - x, , y 0 - yi , z 0 - zi ), donde 

AP • n = a(x 0 - x, ) + b(y 0 - y, ) + c(z 0 - Zi ) 

= axo + by 0 + cz 0 - (ax, +by, + cz,) =ax 0 +by 0 + cz 0 +d 


onde a última igualdade se deve a que A £ 7t, e portanto ax, + by, + cz, + d = 0. Substituindo 



Note que o numerador se obtém substituindo, no primeiro membro da equaçao geral de 
ir, x, y e z por x 0 , yo» z<> (coordenadas de P), respectivamente. 

Observação 

Outro procedimento simples para calcular d(P,rr), independente de memorização de 
fórmulas: escolha três pontos não colineares A, B e C de n, calcule o volume do tetraedro ABCP, e 
a área de sua base ABC. A partir daí, calcule a altura, que é a distância procurada. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1. Calcule a distância do ponto P =(1 , 2, — 1) ao plano i r. 3x — 4y — 5z + 1 = 0. 
Resolução 

Temos imediatamente 


d(P, jt) =■ 


3.1 - 4.2 — 5 ( — 1 ) + 1 | 
v/ 9 + 16 + 25 


1 

y/nr 


2. Calcule a distância de P = (1,3,4) ao plano 


tt: X = (1, 0, 0) + X (1, 0, 0) +/x (— 1, 0, 3) 
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Resolução 

• Um vetor normal a rr é 

n =(1,0,0) - (-1,0, 3) =(0, —3, 0) 

• Um ponto AG rr é (1,0,0) 

• Assim, AP = (0, 3, 4) e por (2) 


d(P, rr) = 


| (0, 3, 4) • (0, -3, 0) | 
11(0, -3, 0) II 



3. Sejam P = (1, 0, 2) e r: x — y = x + 2z = x + z. Obtenha uma equação geral do plano rr 
que contém r e dista 2 do ponto P. 


Resolução 

Se r C rr, então rr pertence ao feixe de planos por r. Como 
x - y = x + 2 z 

r: • 

x + 2 z = x + z 

temos que uma equação geral de n será da forma a (y + 2z) + |3z = 0, ou 
ay + ( 2 a + 0)z = 0 
Mas d(P, ir) = 2; logo, por (3), 


y + 2 z =0 

< 

z = 0 



(t) 


donde | 2 a + 0 | = \J a 2 + ( 2 a + 0 ) 2 . Quadrando membro a membro e simplificando, 
obtemos a = 0 (.*.0 =£ 0), que em ( 7 ) fornece 7 r: Pz = 0, ou seja, n: z = 0 
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§4 Distância entre duas retas 

Dadas as retas res, sua distância d(r, s) é igual à distância entre os pontos A e B em que 
uma reta perpendicular comum a r e s as intercepta. 



Ocorre que se r e s são concorrentes, os pontos A e B coincidem; logo, d(r, s) = 0 nesse 
caso. Por outro lado, se r e s são paralelas, existem infinitas perpendiculares comuns e d(r, s) 
é igual à distância de qualquer ponto de uma das retas à outra. Vamos dedicar agora atenção 
especial ao caso em que res são reversas. 

Distância entre duas retas reversas 


Sejam res duas retas reversas, paralelas respectivamente a u e a v (logo, u e v são LI). 



Escolha um ponto P qualquer em r e um ponto Q qualquer em s. Projete o vetor QP sobre 
• etor rf = tf ^ v, que é ortogonal a r e a s. A norma dessa projeção é a distância entre res. 
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Assim, como 


proj^QP 


QP • n 
lln II 2 


temos 


d(r, s) 


1 QP ' n | 
lln II 


(4) 


ou 


d(r, s) 



(5) 


Note que o segundo membro de (5) e' o quociente entre o volume de um paralelepípedo 
e a área de sua base. Faça uma figura! 


Observações 

1. O processo acima aplica-se tambe'm quando r e s são concorrentes (pense a respeito disso), 
mas não quando r e s são paralelas, pois neste caso t? /•> "v = 0. Dadas então duas retas 
quaisquer, o modo mais prático de proceder é o seguinte. 

• Verificar se u e v são LI ou LD, calculando u" ^ v". 

• Se ti e7 sãoLD(r // s), tomar um ponto P qualquer de r e calcular d(P, s). 

• Se t? e ~v são LI, utilizar o processo acima. 

2. Outro procedimento bastante simples para se calcular d (r, s) que não exige memorização 
das fórmulas (4) e (5): determine o plano tt que contém r e é paralelo a s. Escolha um 
ponto Q qualquer de s e calcule d(Q, 7t). Novamente, falha se r // s (por quê?). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1 . Calcule a distância entre as retas 

r: X =(— 1, 2, 0) + X (1, 3, 1) 


( 3x — 2z — 3 = 0 


e 


s: 


y — z — 2 = 0 
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Resolução 

a) vetor diretor de r: u =(1,3, 1) 

i j k 

vetor diretor de s : V = | 3 0 —2 


0 


1 -1 


= (2, 3, 3) 


Como 


U ^ V = 


1 J 

1 3 


k 

1 


= (6, -1,-3) =É 0 


u e v sao LI. 

b) Tomamos P = (— 1, 2, 0) Sr e Q = (1, 2, 0)Ss. 

Então QP = (-2, 0, 0) e 


Logo, 


d(r, s) = 


d(r, s) =■ 


IQP-u^vI | (-2, 0,0) -(6,-1, -3)| 


II u *vl 
1-12 1 12 


1(6, -1,-3) 


y/46 y/46 


2. 


Dados o ponto P = (1, 3, -1), o plano 7r:x + z= 2ea reta s: x-z = y + 2= z— x + 4, 
obtenha equações paramétricas da reta r que passa por P, é paralela a 7r e dista 3 da reta s. 

Resolução 

Devemos achar um vetor íT = (a, b, c) paralelo a r* *. Sendo n =(1,0, 1) normal a tt 
e t H tt, temos I? • i? = 0, isto é, 


a + c = 0 


(a) 


(*) Existe uma infinidade; obteremos um sistema indeterminado nas incógnitas a, b e c, com um grau de 
liberdade. 
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Vamos agora calcular d(r, s) usando (5). Para isso devemos supor que r não é paralela a s 
(veja observação no final do exercício). 

• Fazendo z-X nas equações de s, obtemos x = 2 + Xey = 0. Logo, 

' x = 2 + X 
s: • y = 0 

z = 0 + X 

donde Q = (2, 0, 0) G s e 7 = (1 , 0, 1 ) é paralelo a s. 

• P = (l,3, -1)G r. Como Q? =(-l, 3, -1), temos: 

-1 3 -1 

QP • i? ^ "v = a b c =3c-3a 

10 1 



• Como d(r, s) = 3, aplicando (5) obtemos 

| 3 c — 3 a | 

• De (a), temos a = — c. Substituindo em (P ) vem que 
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Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 2c 2 = b 2 + 2c 2 donde b = 0. Logo, 
todo vetor não nulo da forma If = (— c, 0, c) é paralelo a r. Por exemplo ia =(—1,0, 1). 
Assim, a reta r tem equações paramétricas 

' x = 1 — X 
< y = 3 
z = — 1 + X 

Observação 

Resta saber se existe uma solução r paralela a s. Tal reta teria equação vetorial 
X = (l,3,—1) + X (1,0,1). Verifique que esta reta não satisfaz às condições do problema. 

§5 Distância entre reta e plano 

Consideremos uma reta r e um plano tt. Sendo ~v um vetor diretor de r e rT um vetor normal 
a 7T, sua distorcia d(r, n) é calculada da seguinte forma: 

• se r rfi 7T, ou seja, se n • =£ 0, então d(r, n) = 0; 

• se r // ir ou r C u, ou seja, se n" *7 = 0, então 
d(r, 7r) é a distância de um ponto qualquer de 
r a tt. (Cuidado! Não vá calcular a distância de 
um ponto qualquer de v a r! Todos os pontos de 
r estão a igual distância de tr, mas os pontos de 
7T não estão todos à mesma distância de r). 


§6 Distância entre dois planos 

Dados dois planos, 7^ e 7r 2 , com vetores normais rfj e rf 2 , sua distância d(7Tx , 7r 2 ) pode 
ser calculada da seguinte maneira: 

• se 7T j rfi 7r 2 , ou seja, se n”i e n 2 são LI, então d (7r x , i r 2 ) é igual a 0. 



se 7T x // 7 t 2 , ou seja, se nj e n 2 sao LD, então d(7r x , 7 t 2 ) é a distância entre u 2 eum ponto 
qualquer de tt x (ou a distância entre tt , e um ponto qualquer de 7t 2 ). 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 . Calcule a distância entre os pontos P e Q nos casos 

a) P =(0, —1, 0) Q =(-1,1,0) 

b) P = (— 1, —3, 4) Q=(l,2,-8) 

2. Calcule a distância do ponto P à reta r nos casos 


a) P = (0, — 1 , 0) 


b) P = (1,0, 1) 


r: 


( x = 2z - 1 
y =z + 1 
'x = X 


r: 


z =- 


_X_ 

2 

X 


y= T 


UFPE CC V ‘ 

MEl 

BlBLlüTE 


c) P = (1,-1, 4) 


d) P = (-2,0,1) 


r: 


r : 


x - 2 y 

4 -3 

( x = 3\ + 1 

y = 2X - 2 

z = X 


z - 1 


3. Calcule a distância entre as retas paralelas dadas. 


a) 


x- 1 
-2 J_ 
2 


X = (0, 0, 2) + X (— 2,— j- , 1) 


b) x = 2-—?-=z-2 


X — 3 : 


JLLL 


z — 2 


4. Calcule a distância do ponto P ao plano n nos casos 


a) P=(0,0, -6) 


n: x — 2y — 2z — 6 = 0 
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b) P = (l,l,-£) 


c) P = (9, 2, —2) 

d) P = (0,0,0) 


n : 4x - 6y + 1 2z + 2 1 =0 


ir : X = (0, —5, 0) + A (0, — 1) + // (1, 0, 0) 


ir : 2x - y + 2z - 3 = 0 


5. Calcule a distância entre os planos paralelos: 


a) 2x — y + 2z + 9 = 0 


b) 


x = 2 — A - ft 

y=M 


z = A 
c)x + y + z = 0 

6. Calcule a distância entre as retas 
x = z - 1 
s y = 3z - 2 


4x — 2y + 4z — 21 =0 


x + y + z = — 


x+y+z+2=0 


a) 


b) 


x + 


y _ z + 5 


-2 


c) 


x = 2 - A 
y = 1 + A 
z = — A 


7. Ache os pontos de r 


. [x + y = 2 
(x = y + z 


3x — 2z + 3 = 0 
y - z - 2 = 0 

x = 21 + 6A 

y = — 5 - 4A 

z = 2 — A 

x + y + z = 0 
2x - y - 1 = 0 


que distam 3 do ponto A = (0, 2, 1). 


8. Ache os pontos de r:x— l=2y=z que equidistam dos pontos A =(1,1,0) e B 
Interprete geometricamente o resultado. 


( 0 . 1 , 1 ). 
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9. Determine o ponto de7r:2x-y+z-2 = 0tal que a soma de suas distâncias a P e Q 
seja mínima nos seguintes casos: 

a) P = (2,1,0) e Q =(1, -1,-1) 

b) P = (2,1,0) e Q = (1, -1, 2) 

c) P = (2,l,0) e Q = (0,1,1) 

10. Ache o ponto de w : x — 3y + 2z =ü 0 tal que o módulo da diferença entre suas distâncias a 
P e Q seja máximo nos seguintes casos: 

a) P = (3, 0, 2) e Q = (1,-1, 3) 

b) P = (3, 0, 2) e Q = (-1, 0,-1) 

c) P = (3,0,2) e Q = (1,1,1) 


Í X -f- y =r 2 / 14 

x _ y + z que distam de s:x = y = z+l. 


1 2. Ache os pontos de r:x— l=2y = z que equidistam de 


x = 2 

Si : • e s 2 : x = y = 0 

z = 0 


13. 


Obtenha uma equação vetorial da reta r paralela a s : | ^ ^ 

t : X = (—1, 1, 1) + X (0, —1, 2), e que dista 1 do ponto P = (1, 2, 1). 


concorrente com 


14. Um quadrado ABCD tem a diagonal BD contida na reta r : 

A = (0, 0, 0), determine os vértices B, C e D. 

15. Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidistam de r, s e A. 
Interprete geometricamente. Dados: 


{ X * . Sabendo que 

y = z 


r : x = y = z 


s:x — y=z=x + y 


A = (1,0, 1) 
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19. Ache os pontos da reta r : x — 1 = 2y = z que equidistam dos planos 

ttj : 2x — 3y — 4z — 3 = 0 e tr 2 : 4x — 3y — 2z + 3 = 0. 

20. Dê uma equação geral do plano n que contém a reta r : X = (1,0, 1) + \ (1, 1, — 1) e 
dista y/T do ponto P — (1, 1, — 1). 

21. As retas r, set determinam com o plano tt um tetraedro. Calcule a altura relativa à face 
situada no plano 7r. Dados: 

7r:x + y— z+l=0 r:x = y = z+ l s:x— y=z+l=0 


' x — y — z = 1 

t : < 

x = 0 

22. Dé uma equação geral do plano que passa pelos pontos P = (1, 1,-1) e Q = (2, 1, 1) e 
que dista 1 da reta r : X = (1 , 0, 2) + X (1 , 0, 2). 

23. Prove que todo plano que passa pelo ponto médio de um segmento PQ é equidistante de 
P e Q. Verifique se vale a recíproca. 
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24. Dé uma equaçao geral do plano que contém os pontos A = (1, 1, 1) e B - (0, 2, 1) e 
equidista dos pontos C =(2, 3, 0) e D =(0, 1, 2). 

25. Obtenha uma equação vetorial da reta t, paralela ao plano ir : z - 0, que dista 3 dele, 
e é concorrente com as retas 

r : x = (1,-1, -1) + X ( 1 , 2 , 4) 


s : 


' x - y = 1 
3y - 2z + 6 = 0 


26. Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidistam dos planos 
7T, : x + y - z = 0, tr 2 :x-y-z — 2 = 0 e tr 3 : x + y + z = 1 . Descreva-o geometricamente. 


27. Dados os pontos: A = (—2, 0, 1), B = (0, 0, —1), C = (1, 1, 1), D = (—2, —1, —2) e 
E = (1, 2, 2), mostre que eles são vértices de uma pirâmide de base quadrangular, convexa 
(veja o Exercício lc do Capítulo 13), e calcule o volume dessa pirâmide. 

28. Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E 3 cujàs distâncias ao plano 
n, :2x — y + 2z— 6 = 0 são os dobros de suas distâncias ao plano t r 2 : x + 2y — 2z + 3 = 0. 
Descreva-o geometricamente. 

29. Dê equações gerais dos planos paralelos ao plano n determinado pelas retas r e s, e que 
distam 2 de n. Dados: 

' x + z = 5 .< 

1 '■ s:X = (4,1,1) + X (4, 2, —3) 

,y = 1 

30. Num tetraedro OABC, as arestas OA, OB e OC medem, respectivamente, 2, 3, e 4; e os 

A A A 

ângulos AOB, BOC e COA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus. Calcule o volume 
do tetraedro. 


Sugestão Adote um sistema de coordenadas conveniente. 

31. Considere os planos 7r 4 : x — 2y + 2z — 1 = 0 e n 2 : 4x + 3y =0. 

a) Obtenha equações gerais dos dois bissetores dos diedros determinados por ir l e ir 2 
(lembrete: os bissetores constituem o lugar geométrico dos pontos equidistantes de 
7T, e tt 2 ). 
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b) Confira o resultado obtido, mostrando que cada um dos planos encontrados contém 
a reta ttj n it 2 e forma ângulos congruentes com ttj e rr 2 . 

c) Verifique que os bissetores são perpendiculares. 

32. Um dos ângulos diedros formados pelos planos 7 T j e rr 2 contém a origem. Dê uma 

equação geral do seu bissetor, dados tt, : x + 2y - 2z - 1 =0 e it 2 : 2x + y + 2z + 2 = 0. 

Sugestão Localize a origem em relação a tti e tt 2 . 

33. Escreva uma equação geral do bissetor do diedro agudo formado pelos planos 
TTi : x — 2y + 3z = 0 e rr 2 : 2x + y - 3z = 0. 

34. Dê uma equação vetorial da reta r, contida no plano v : x + y = 0, que forma um ângulo 
de 30° com o plano a : y — z = 1 e dista 1 do eixo dos x. 

35. Calcule a distância entre os planos paralelos 

n l : ax + by + cz + d! = 0 e n 2 •. ax + by + cz + d 2 =0. 

36. Considere o tetraedro OABC onde O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0), B = (0, 2, 0) e C = (0, 0, 3). 

Ache uma equação geral do plano n paralelo à base ABC, distando 3/7 dela, e que inter- 
cepta o tetraedro. 




CAPITULO 20 


Freqüentemente, em problemas de Geometria Analítica, somos levados a passar de um 
sistema de coordenadas (O, ej, e 2 , e 3 ) adotado inicialmente para outro, (O', ?i, 7 2 , "? 3 ), mais 
conveniente. Essa maior conveniência podê ser devida a vários fatores, por exemplo, se o primeiro 
sistema não for ortogonal pode surgir a necessidade de mudar para um sistema ortogonal; outras 
vezes, o objetivo é simplificar os cálculos algébricos, ou explorar melhor certas simetrias etc. 
Neste Capítulo, veremos como se alteram coordenadas de pontos e equações de lugares geomé- 
tricos, com a mudança de um sistema de coordenadas para outro. 

O problema central será sempre estabelecer relações entre as “antigas” e as “novas” 
coordenadas. 


§ 1 Mudança de Coordenadas em E 3 

Sejam Sj = (O, ej, e 2 , e 3 ) e S 2 = (O*, f j , f 2 ,? 3 ) dois sistemas de coordenadas carte- 
sianas em E 3 , o primeiro referido daqui por diante como o “antigo”, o segundo como o “novo”. 
Utilizaremos x, y, z para indicar as coordenadas de um ponto X qualquer, relativamente ao 
sistema “antigo” e chamaremos (h, k, m) a tripla de coordenadas de O' em relação a ele: 

O' =(h,k,m) 2 

(h,kem) são as coordenadas da “nova” origem no sistema “antigo”). 
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Sendo F = (f i , f 2 , f 3 ) base, sabemos que se Xé um ponto qualquer de E 3 , existem u, v, w 
reais, determinados univocamente, tais que OX = u f\ + v ~? 2 + w7 3 . Reciprocamente, dados 
u. w reais, a igualdade anterior determina univocamente o ponto X. Se u, v, w variam em 
R. todo ponto X 6 E 3 é obtido desse modo. Em outros termos 

X£ E 3 <=> X = 0'+uf, + vf 2 + w ? 3 (u, v, w £ R) (1) 

A equação (1), por analogia com os casos da reta e do plano estudados nos Capítulos 14 
e 15, pode ser chamada “equação vetorial do espaço E 3 ”. Nesse caso, os vetores f] ,í 2 , * 3 » fazem 
o papel de “vetores diretores” de E 3 , enquanto que u, v, w atuam como “parâmetros”, do 
mesmo modo que X, /j etc. nos casos da reta e do plano já citados. Assim, exatamente como foi 
feito lá, podemos obter de (1), equações de E 3 na “forma paramétrica”. 


Para isso, vamos supor que 

"?i = (an , a 2 i , a 3 i)g , ^2 = (ai 2 , a 22 , a 32 )jj , 7 3 = (a 13 , a 23 , a 33 )^ 

— ► — ► — y 

onde E = (e,, e 2 , e 3 ). Então, de ( 1 ) segue que 


x = h + a n u + a J2 v + a 13 w 

y = k + a 2) u + a 22 v + a 23 w 

z = m + a 31 u + a 32 v + a 33 w 


( 2 ) 


Agora, observe que u, v, w, dados em (1) sao exatamente as coordenadas de X em relação 
ao sistema 2 2 = (0, f, , f 2 , f 3 ) (lembre a definição dada no Capítulo 13) e portanto as equa- 
ções (2) são as relações procuradas entre as “antigas” e as “novas” coordenadas de X. Por essa 
razão são chamadas equações de mudança de coordenadas do sistema £, para o sistema S 2 . 


Observação Sabemos que a matriz 


a ll 

a 12 

a 13 

a 21 

a 22 

a 23 


a 31 a 32 a 33 
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é a matriz de mudança da base E para a base F (recorde no Capítulo 7). As equações (2) podem 
ser escritas matridalmente: 


donde se obtém 


x — h ’ 


u 

y-k 

= M 

V 

. z -m 


. w . 


( 3 ) 


u 


x — h 

V 

= M" 1 

y-k 

. w . 


N 

1 

3 


As fórmulas (3) e (4) são as fórmulas (6) e (7) do Capítulo 7, aplicadas ao vetor O X . 


EXERCÍCIOS resolvidos 


1 . 


Escreva as equações da mudança de coordenadas do sistema 2, para o sistema 2 2 , 
onde, com a notação anterior, O' = (1, 2, — l) v , % = e"i,"? 2 = < T 3 ,"? 3 = ?! + 2e 2 - e 3 . 


Resolução 

Pelos dados, vemos que f, =(1,0, 0) £ , f 2 =(0, 0, 1) £ , f 3 =(1, 2, -1) £ . 
Então, por (2) 


x = 1 + u + w 
■ y = 2 + 2w 
. z = — 1 + v — w 

2. Tomando 2! e 2 2 como no exercício anterior, dê as coordenadas do ponto 
P = (2, 1, — 3)j no sistema 2 2 e as coordenadas do ponto Q = (0, 1, — l)^ no 

sistema 2j . 
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Resolução 

Para Q, basta aplicar diretamente as equações de mudança de coordenadas, fazendo 
aí u = 0, v = 1 e w = — 1 : 

x = 1 +0- 1 = 0 

y = 2-2= 0 

z = -1 + 1 -(-1) = 1 

Logo, 

Q = (0, 0, i) 2j 


Quanto a P: ou fazemos, nas equações de mudança de coordenadas x = 2, y = 1 e z = — 3 
e resolvemos o sistema obtido ou usamos (4). Faremos do primeiro modo, esperando que 
vocé faça do segundo: 


2 = 1 + u + w 

■ 1 = 2 + 2w /. w = - j 

-3 = -1 + v- w 


substituindo na 1 ? equação, vem que 2=1 + u - 1/2, donde u =3/2. Substituindo 
na 3. a equação, resulta que — 3 = — l+v+1/2 donde v = -5/2. Logo, 

P = (3/2, -5/2, -1/2)^ 


3. 


Tomando novamente 

a) do plano 

b) da reta 


e S 2 como no Exercício 1 , obtenha equações no sistema S 2 : 
7r:[x-3y + 2z-2 = O]^ 
r:(X = (1, 1*2) + \(3, 1,-2 )] 2j 


(o significado da notação é óbvio). 
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Resolução 


Como foi visto no Exercício 1, as equações da mudança de coordenadas de 2! para 


2 2 são 


x = 1 + u + w 


y = 2 + 2 w 


Z = — 1 + V — w 


a) Substituindo na equação de rr, vem: 


1 + u + w- 3(2+ 2 w) + 2 (-1 + v — w) — 2 = 0 


rr : [ u + 2v — 7w — 9 = 0], 


b) Substituindo nas equações de r: 


x = 1 + 3\ 


l+u+w=l+3\ 


= 1 + X ^ 2 + 2w = 1 + 


z = 2 - 2X 


— 1 + v — w = 2 — 2X 


destas últimas vem que 


e portanto 


1.5, 5 3 , 

U 2 2 X ’ V 2 2 X 


r : [ U = (1/2, 5/2, -1/2) + \(5, -3, 1)]^ 




(onde U = (u, v, w) v ). 


4. Escreva as equações da translação do sistema 2! = (O, ^ , ~e 2 , ^ 3 ) para o ponto 
O' = (h, k, m)^ . 
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Resolução 


0 termo translação é usado quando as bases E e F são iguais = e j , ~$ 2 = e 2 ,7 3 = e 3 ), 
havendo alteração apenas quanto à origem. 

Então, M é a matriz identidade, e as equa- 
ções (3) se reduzem nesse caso a (equações 
de translação) 





EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Sejam 5^ = (O, ^ , e^ 7 3 ) e £ 2 =(0', %,%,%) dois sistemas de coordenadas tais que 
fi = e„ t a = -e 3 , % = ? 2 e O' = (1, 0, 0) £i . 


Obtenha equações paramétricas da reta r : [X = (0, 0, 0) + X (0, 1, — 1)]^ no sistema 

S 2 . 


2. Idem, sendo 

= ei + e 2 ,"? 2 ~ e 2 >% = e 2 + e 3 , O 1 = (1, 1, l)j e 
r: [X = (0,0,0) + X(0, 1,1)]^. 

3. Seja ir : f 2x — y + z = 0]^ . Obtenha uma equação geral de n nos sistemas S 2 dos 
dois exercícios anteriores. 


§ 2 Mudanças de coordenadas em E 2 

Tudo o que foi dito no parágrafo anterior para E 3 (espaço) pode ser adaptado para E 2 
(plano). A única diferença é que as bases de V 2 (conjunto dos vetores do plano) têm dois ao 
invés de três vetores, e portanto para pontos de E 2 temos apenas duas coordenadas. Sendo então 
£i = (O, ei, e 2 ) e £ 2 = (O, fj, f 2 ) dois sistemas de coordenadas em E 2 , com O* = (h, k)^. 
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fi = (au, a 2 i) E e f 2 = (a 12 , a 22 ) E , as equações de mudanças de coordenadas de para 
S 2 são: 


( 5 ) 


Querêmos neste parágrafo considerar os casos particulares das translações e rotações em 
E 2 , que serio utilizadas com frequência no próximo capítulo. Suporemos daqui por diante que 
todos os sistemas são ortogonais. 

a) Translação 

— y —y — ► . 

Neste caso, temos fi = ei e f 2 =e 2 , e portanto M é a matriz identidade. As equações 
(5) ficam então 


( 6 ) 


que são as equações da translação (compare com o 49 Exercício Resolvido do parágrafo 
anterior). 


•> u 
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b ) Rotaçao 

Neste caso, 0' = 0 e portanto h = k = 0. 


Seja 0 a medida do ângulo de rotação (considerado positivo sempre o sentido 
anti-horário) que transforma o sistema (O, e 1( e 2 ) 
no sistema (0, fj ,T 2 ). Então: 


fi =(cos0)ei + (sen0)e 2 
f 2 = (— sen0)e 2 +(cos0)e 2 


Segue daí e de (5) que as equações da rotação são 



x = u cos 0 — v sen 0 
y = u sen 0 + v cos 0 


(7) 


Observação 

Resolvendo o sjstema (7) nas incógnitas u e v, obtém-se 


u = x cos 0 + y sen 0 
v = — x sen 0 + y cos 0 


( 8 ) 


Tanto (7) como (8) podem ser obtidas a partir da tabela de dupla entrada 



u 

V 

X 

cos 0 

-sen 0 

y 

sen 0 

COS0 


(Note que a 2? coluna é a derivada da 1?). 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1 . Escreva as equações da rotação para os seguintes valores de 6 : 

a) ff b) -L_ c) d) - 

2 4 J 


Resolução 


Substituindo o valor de d em (7), temos: 
x = u cos ff — v sen n 
y = u sen ff + v cos ff 




x = u cos( -Í-) — v sen ( -^) 
y = u sen ( + v cos ( 

2 2 

u V"2 f y y/2 

U 2 V 2 

v"2 

X = — (u + v) 

V2 

y = ~j~ ( _u + v ) 
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2. Sejam, em relação a um sistema de coordenadas = (O, ei, e 2 ) em E 2 , P = (1, 2), 
r : x — 2y — 1 =0 (equação geral de uma reta no plano, lembra-se?). Obtenha as coorde- 
nadas de P e uma equação de r no sistema Z 2 , obtido por uma rotação de tt /6 radianos. 



Mudança de Coordenadas 


247 


donde 


[(■ 




- 1) u - (-i- + v^)v -1 = 0], 


3. 


Observe que o termo independente da equação permanece inalterado. 

Faça uma rotação em E 2 de modo que a reta r: [x + y + 3= 0]„ fique paralela ao 
(novo) eixo das ordenadas. 


Resolução 


Devemos achar o ângulo de rotação. Para que r seja paralela ao eixo dos v, é necessário 
e suficiente que sua equação seja da forma “u = constante”, isto é, que o coeficiente de v 
seja nulo. Substituindo (7) na equação de r, temos: 


ou 


(u cos 0 — v sen 0) + (u sen 0 + v cos 0) + 3 = 0 
(sen 0 + cos 0) u + (cos 0 -sen 0)v + 3 = 0 


A condição é, pois, 

cos 0 = sen 0 


(a) 


Então, qualquer 0 que satisfaça (a) serve aos nossos propósitos: 0 = — + nw, n inteiro. 
Escolhamos, por exemplo, 0 = ; a equação de r fica, nesse caso, (-^ — + X, ) u + 3 = 0, 

ou seja, 


y/1 u + 3 = 0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 . 


Faça uma rotação em E 2 de modo que as novas coordenadas do ponto P = (\/3] 1) sejam 

(v/3. -O- 


2. Faça uma translação em E 2 de modo que a reta r: x+3y-2 = 0 passe pela (nova) origem, 
sabendo que esta tem abscissa —1. 
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3. Faça uma rotaçao em E 2 de modo que a reta r: x + 2y + 1 = 0 fique paralela ao (novo) 
eixo das abscissas e esteja contida no 39 e 49 (novos) quadrantes. 

4. Dado o sistema Dj = (O, ej , e 2 ), seja C a circunferência de centro O c o raio r>0. Mostre 
que C, em qualquer sistema obtido por rotação de 2! , tem equação u 2 + v 2 = r 2 . 


§3 Aplicação das translações e rotações de E 2 ao estudo da equação 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (O, i, j) em E 2 . Será de grande utilidade 
no próximo capítulo fazer algumas simplificações na equação 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (9) 

Vamos analisar aqui dois problemas: 

(I) Eliminar, por meio de uma translação, os termos de 19 grau. 

Consiste em descobrir o ponto (h, k) para o qual se deve transladar o sistema de modo 
que a equação (9) se transforme numa equação da forma 

Au 2 + Buv + Cv 2 + F = 0 (10) 

Substituindo as equações de translação (6) em (9), obtemos: 

A(u + h) 2 + B(u + h) (v + k) + C(v + k) 2 + D(u + h) + E(v + k) + F = 0 

donde, efetuando os quadrados e ordenando em relação a u e v, vem: 1 

Au 2 + Buv + Cv 2 + (Bk + 2Ah + D)u + (2Ck + Bh + E)v + Ah 2 +Bhk + Ck 2 + Dh + Ek + F =0 (II) 

Então, devemos achar h e k de modo que 


Bk + 2Ah + D = 0 
2Ck + Bh + E = 0 


( 12 ) 


Se o sistema (12) tiver solução, teremos resolvido nosso problema. Note que se o determinante 
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B 2A 

= B 2 - 4AC 

2C B 

for diferente de zero, o sistema (12) tem certamente solução (única). Se for nulo, podem existir 
infinitas soluções ou pode não existir nenhuma. Neste caso, é impossível “eliminar os termos de 
19 grau por meio de uma translação”. 

Observe agora a igualdade (11). Os coeficientes dos termos de 29 grau são os mesmos 
(A, B e C) que na equação (9). Translações não afetam, pois os termos de 2 o . grau ! * ) . Alem 
disso, chamando G (x, y) o 1? membro de (9), vemos que o termo independente de (1 1 ) é G (h. k ). 
Essas considerações permitem ganhar tempo na obtenção de (1 1). 


(II) Eliminar, por meio de uma rotação, o termo misto de 2Q grau. 

Consiste em descobrir um ângulo de rotação tal que a equação (9) se transforme, após 
a rotação, numa equação da forma 

A'u 2 +C'v 2 +D'u + E'v+ F' = 0 (13) 

Para levarmos isso a efeito, devemos preliminarmente observar o seguinte: após uma rotação 
de ângulo 9, a equação (9) se transforma em 

A ; u 2 + B'uv + C'v 2 + D’u + E f v + F' = 0 (14) 

onde: 

A' = A cos 2 6 + -y sen 2 9 + C sen 2 9 (a) 

B f = (C — A) sen 2 9 + B cos 2 9 (b) 

C 1 = A sen 2 9 — -y S en 2 9 + C cos 2 9 (c) (15) 

D* = D cos 9 + E sen 9 (d) 

E* = Ecostf - Dsen0 (e) 

F' = F (0 


(*) Dizemos que os coeficientes dos termos de 29 grau são invariantes por translação. 
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(prove isso). Observe que à semelhança das equações (8) 
podemos obter (d) e (e) da tabela de dupla entrada ao 
lado. Observe tambe'm que a última igualdade, (f), nos 
diz que rotações não afetam o termo independente 



D' 

E' 

D 

cos 9 

—sen 9 

E 

sen 9 

cos 9 


Mas. voltando ao nosso objetivo: para que (14) seja da forma (13), devemos ter B ( - 0, ou seja: 


(C — A) sen 2 9 + B cos 2 6 = 0 


donde, sendo B^O^ \ concluímos que: 

• se A = C, então cos 2 9 = 0 e portanto 0 pode ser JL , donde por (a) e (c), 

4 

A' --j- (A + B + C) e C' = -j- (A - B + C); ou , e neste caso A 1 = — (A — B + C) e 
C' = -j (A + B + C). 

• se A =/= C, então 


tg 2 0 


B 

A-C 


(16) 


e qualquer 6 que satisfaça (1 6) serve aos nossos propósitos. 


Pode-se ainda demonstrar (é um bom exercício de trigonometria!) que, escolhido 6 
como acima, os coeficientes A 1 e C 1 são raízes da equação do 29 grau. 


A - X B/2 
B/2 C - X 


(17) 


o que simplifica bastante a obtenção de (13) (veja o Exercício 4). (*) (**) 


(*) O termo independente é invariante por rotações. 

(**) Se B = 0, o que queríamos já está feito desde o início! 
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A decisão sobre qual das raizes éA'e qual é C* depende da escolha do valor de 6 , entre os 
muitos possíveis, e está vinculada à relação 


cos 26 = 


A-C 
A'- C' 


que se obtém facilmente de (1 5). 


(18) 

UFFK v 
Mlil 

BIBLIO'1 


exercícios resolvidos 

— >• — ► 

Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0, i , j ). 

1 . Fazendo mudanças de coordenadas convenientes em E 2 , transforme a equação 

G(x, y) = 9x 2 — 4y 2 — 1 8x — 16y — 7=0 (a) 

numa equação da forma A’u 2 + C'v 2 + F' = 0. 


Resolução 

Devemos eliminar os termos de 19 grau da equação dada. Para isso, procedemos como 
vimos em (I). A translação 

Í x = u + h 

y = v + k 

transforma (a) em 

9u 2 — 4v 2 + (1 8 h — 18)u + (— 8k — 16)v + G(h, k) - 0 (0) 

onde G(h, k) = 9h 2 — 4k 2 — 1 8 h — 16k — 7. Impondo que os coeficientes de u e v 
sejam nulos, temos: 

í 18 h- 18 = 0 


-8 k - 16 = 0 


h = 1, k = -2 



252 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Substituindo em (0) , obtemos 

9u 2 — 4v 2 = 0 

Observação 

Quando a equação dada não apresenta o termo xy, pode-se resolver também comple- 
tando quadrados. 

9x 2 — 18x = 9(x 2 — 2x) = 9 [(x — l ) 2 — 1 ] = 9(x-l ) 2 - 9 
— 4y 2 - 16y = -4(y 2 +4y) = -4[(y+ 2) 2 -4] = -4(y+ 2f + 16 

Substituindo em (a), obtemos 

9(x — l ) 2 -4(y + 2 ) 2 = 0 

e agora basta fazer u = x — 1 e v=y + 2 . 

2 . Idem para a equação 

G(x, y) = 4x 2 - 24xy + 1 1 y 2 + 56x - 58y + 95 = 0 (t) 

Resolução 

Aqui vamos inicialmente fazer uma translação para eliminar os termos de 10 grau e 
após isso fazer uma rotação para eliminar o termo misto do 20 grau. 

[x = u + h 

a) Translação: 

y = v + k 

Substituindo em ( 7 ), obtemos 

4u 2 - 24 uv + 1 1 v 2 + (-24k + 8 h + 56) u + (22k - 24h -58) v + G(h, k) = 0 ( 6 ) 
onde G(h, k) = 4h 2 - 24hk + 1 lk 2 + 56h — 58k + 95. Queremos que 

1 — 24k + 8 h + 56 = 0 


22k — 24h — 58 = 0 
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Resolvendo o sistema, encontramos h = — 2/5, k = 11/5 e portanto, de (6), vem 
4u 2 - 24uv + 1 lv 2 +20 = 0 

b) Rotação: conforme vímos, A' e C' são raízes da equação (17) 


4 — X -12 

= 0 

-12 11 — X 

ou seja X 2 - 15X- 100 = 0. Logo, A 1 = 20 e C' = -5 ou A 1 = — 5 e C'= 20. 

Como, por (16) e (18), 

24 7 

tg 26 = — e cos 2 6 = - — 

7 A -C 

o caso A' = 20 e C' = -5 corresponde à escolha de 26 no 39 quadrante e o outro corres- 
ponde à escolha de 26 no 19 quadrante. Supondo 0 <26 <27r e lembrando que F 1 = 20 
(rotações não afetam o termo independente), temos duas possíveis soluções: 

20t 2 - 5 w 2 + 20 = 0, para n < 29 < ~ j < 6 < ~- 


-5t 2 +20w 2 +20= 0, para 0 <26 < ~~ /. 0 < 6 < — 

2 4 

onde t indica a abscissa e w a ordenada no novo sistema. 
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Substituindo em (a) e anulando os coeficientes dos termos de IP grau, obtemos o 
sistema 

-24k + 32h - 85 = 0 
18k - 24h- 30 = 0 

que é incompatível. Logo, não existe translação que elimine os termos de IP grau. 
b) Rotação. Sabemos que A' e C' são raízes de 


16- X 

-12 

-12 

9 - X 


ou seja X 2 - 25 X = 0. Escolhamos A' = 0,C'= 25. Sabemos ainda que F r = 175. Então, 
após a rotação, a equação (a) ficará 

Ou 2 + 25v 2 +D'u + E'v+ 175 = 0 (p) 

Devemos então calcular D* e E f . De (16) e (18), temos 


tg 20 = 
cos 29 = 


-24 

16-9 


16-9 

0-25 


-24 

7 



Logo, 26 é do 29 quadrante e podemos escolher 6 no IP quadrante (sen 9 > 0, 
cos 6 >0). Sendo 

cos 2 6 + sen 2 9 = 1 

cos 2 6 —sen 2 9 = —7/25*** 


(*) Pois cos 2 6 = cos 2 9 - sen 2 9. 
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vem, somando e subtraindo membro a membro, que 



sen 2 9 = 


11 

25 


4 3 

donde sen 9 = -y- e cos 9 = — — . Agora, de (1 5), vem: 

D' = -85. -J- - 30. -j- = -75 
E' = -30. -j + 85. -j- = 50 

Substituindo em (0), obtemos 25 v 2 - 75u+50v + 175 = 0 ou seja v 2 -3u + 2v+7 = 0 
Logo, não foi possível chegar à forma pedida. De qualquer modo, a equação foi sim- 
plificada. 

Podemos simplificá-la ainda mais, completando quadrados: v 2 + 2 v = (v + 1 ) 2 - 1 
e substituindo na equação obtida. Resulta (v + l) 2 - 1 - 3 u + 7 = 0, ou seja, 
(v + l) 2 - 3(u -2) = 0. Pondo t = u-2,w = v+ 1, chegamos a w 2 - 3 1 = 0. 

Observe que esta última mudança de variáveis corresponde a uma translação, sendo 
h = 2 e k = -1. 


Observação 

7 

Se tivéssemos escolhido A =25 e C = 0, teríamos cos 29 = -^j- e então 29 
seria do 49 quadrante. Resolva deste modo: supondo 0 < 9 < 2n, você vai obter 

a >5 

cos 9 = — y , sen 9 =— e chegar a 25 u 2 + 50 u + 75 v + 175 = 0 ou seja u 2 + 2u + 3v + 
7=0. Agora complete quadrados para obter uma equação da forma t 2 + 3w = 0. 

4. Idem para a equação G(x, y) = 8x 2 — 2xy + 8y 2 — 46x — 1 0y + 1 1 = 0. 

Resolução 

a) Translação (x = u + h, y = v + k) 

( 8h - k = 23 


Obtemos 


— 8h + 64k = 40 
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donde h=3 e k=l. Como G(h, k) = G(3, 1) = —63, a equação fica 
8u 2 - 2uv + 8v 2 — 63 = 0 

b) Rotação. Como A = C, tomemos 0 = - Nesse caso, 

A* = (A + B + C) =— = 7 

C'=-y (A-B + C) =~y = 9 
F'= -63 

A equação obtida é, portanto, 

7t 2 + 9w 2 - 63 = 0 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0,T,T)- 

1 . Demonstre as relações (1 5). 

2. Demonstre (18). 

3. Aplique os métodos deste capítulo às seguintes equações: 

a) 4x 2 + y 2 + 8x - 10y +13 = 0 

b) 4x 2 - 3y 2 +24x— 12y+ 17 = 0 

c) 4x 2 — 5y 2 + 12x + 40y + 29 = 0 

> 

d) y 2 — 4x + 10y +13=0 

e) x 2 - 6x - 5y + 14 = 0 

% 

f) x 2 + 2y 2 - 4x — 4y — 1 = 0 



Mudança de Coordenadas 


257 


g) 4x 2 - 12xy + 9y 2 -8y03 x- 14vH3 y + 117 = 0 

h) 3x 2 - 2xy+ 3y 2 +2y/2 x - 6-^/2 y + 2 = 0 

i) 6x 2 - 4xy + 9y 2 - 20x - 10y -5 = 0 

j) 1 2x 2 + 8xy - 3y 2 + 64x + 30y = 0 

l) 2x 2 - 4xy - y 2 - 4x — 8y + 14 = 0 

m) 13x 2 + 6xy + 21y 2 + 34x — 1 14y + 73 = 0 

n) 2x 2 - 1 2xy + 7y 2 + 8x + 20y —14 = 0 

o) 7x 2 + 6xy — y 2 — 2x — 10y — 9 = 0 

p) 25x 2 + 20xy + 4y 2 + 30x + 12y — 20 = 0 

q) 4x 2 - 4xy + y 2 - 8 x - 1 6-y/J y = Ò 

4. a) Prove que os números A + C e B 2 — 4AC são invariantes por rotações (isto é, 

se (9) é transformada em (14) por meio de uma rotação, então A ; + C f = A + C e 
B' 2 _4A'C' = B 2 -4AC). 

b) Mostre que as raízes X, e X 2 de (17) são reais, quaisquer que sejam A, B e C. 
Mostre também que elas são iguais somente quando A = C e B = 0, caso em que 
Xj = X 2 = A = C. Conclua que se A 2 + B 2 + C 2 ¥= 0 não pode ser Xj = X 2 = 0. 

B 2 — 4AC 

c) Mostre que A + C é a soma das raízes de (1 7) e ^ é o produto delas. 

d) Conclua que A' e C' são raízes de (17), escolhido 0 de modo a eliminar-se o termo misto. 

5. Prove que os números A + C e B 2 — 4AC são invariantes por uma mudança de coorde- 

nadas da forma 

x = h + u cos 6 — v sen d 

y = k + u sen 6 + v cos d 

Sugestão A mudança acima pode ser interpretada como uma translação seguida de uma 
rotação (roto-translação). 




§ 1 Elipse, hipérbole, parábola (forma reduzida) 

A) Elipse 

• Definição 

Consideremos num plano n dois pontos Fj e F 2 , distantes 2c >0 entre si. Seja 
a > c. Ao conjunto dos pontos PGir tais que 

d(P, F,) + d(P, F 2 ) = 2a ^ 

se dá o nome de elipse. 

• Equação na forma reduzida 

Tomando um sistema ortogonal 
como mostra a figura, a igualdade (1) 
fica, para P = (x, y). 
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\/(x — c) 2 + y 2 + yj (x + c) 2 + y 2 = 2a 


•v/(x + c) 2 + y 2 = 2a - -v/(x - c) 2 + y 2 


Elevando ao quadrado e simplificando resulta 


i-^/(x — c) 2 + y 2 = a 2 — cx 


Elevando novamente ao quadrado e simplificando resulta 
(a 2 - c 2 ) x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ) 

Como a 2 - c 2 ^ 0 (na verdade a 2 — c 2 > 0 porque a > c > 0), 

„2 


a 2 a 2 — c 2 


= 1 


Seja b = ^/a 2 — c 2 . Então 0 < b < a e 


( 2 ) 


a 2 = b 2 + c 2 


( 2 ) 


Logo (2) se escreve 


a 2 + b 2 


= 1 


( 4 ) 


Portanto se P = (x, y) pertence à elipse, x e y satisfazem (4). Reciprocamente, se 
(x, y) verifica (4) então P = (x, y) é ponto da elipse (experimente provar isto). 

• Esboço 

Como (4) só apresenta x e y elevados a expoentes pares, a curva é simétrica em relação 
aos eixos coordenados, e portanto em relação à origem (se çun ponto (p,q) satisfaz (4). 
os pontos (— p, q), (p, — q) e (— p, — q ) também a satisfazem). Além disso, de (4) con- 
cluímos facilmente que para todo ponto P = (x, y) da elipse, vale 
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— ^ 5 - < ] -a < x < a 

a 

e 

-4- <1 -b < y < b 

b J 

isto é, a elipse está contida no retângulo mostrado na figura. 

. v 


1 

i 

(0,b) 






|-a,0) 



(a,0) ^ 


(0,-b) 



Achemos as interseções da elipse com os eixos coordenados. 

Com Ox: fazendo y = 0, vem x = ± a, logo elas são 

A, = (-a, 0), A 2 = (a, 0); 
comOY: fazendo x = 0, vem y = ±b, logo elas são 

B, = (0, -b), Bj = (0, b) 

b / 2 2 

Graças à simetria, podemos restringir -nos ao 19 quadrante, onde y = — y a — x , 
0 < x < a. Atribuindo valores a x entre 0 e a e calculando y, obtemos o esboço 

y 




X 
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Atenção Se você adotar um sistema ortogonal em que Fj e F 2 estão no eixo Oy, 
como mostra a figura ao lado, então (1) 
fornecerá, de modo análogo, a seguinte 

» * y 

equaçao F, O F 2 


(b=v / a 2_ c 2 ) 



Dispondo os eixos como é tradicional (Ox horizontal, Oy vertical), o esboço da elipse 
toma o aspecto seguinte 



Assim, a elipse x 2 = 1 tem focos no eixo Oy, e a elipse +-^- = 1 tem 

focos no eixo Ox. 

• Nomes 


F,,F 2 

: focos 

2c 

distância focal 

A| A 2 

eixo maior 

Bi B 2 

eixo menor 

0 

centro 

Ai , A 2 , Bi , B 2 

: vértices 

FiF 2 

: segmento focal 
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EXERCÍCIO resolvido 

Está fixado um sistema ortogonal (0, i , ~] ). 

Escreva a equação e esboce o gráfico da elipse 

a) de focos Fj =(-4, 0), F 2 =(4,0) e eixo maior medindo 12; 

b) de focos Fj =(0, — 3), F 2 =(0, 3) e eixo menor medindo 8. 

Resolução 

a) Temos 2a = 12 e 2c = 4 - (-4), logo a = 6 e c = 4. Daí b 2 = a 2 — c 2 = 20. 



b) Temos 2b - 8 e 2c - 3 — (—3) = 6. Logo b = 4 e c = 3. De a 2 = b 2 + c 2 vem 
a 2 = 4 2 + 3 2 = 25. Como os focos estão no eixo Oy, usamos (5): 



B) Hipérbole 
• Definição 

Consideremos num plano tt dois pontos F, e F 2 , distantes 2c > 0 entre si. 
Seja 0 < a < c. 

Ao conjunto dos pontos P6 i tais que 

IdCP.Fj) - d(P,F 2 )| = 2a (6) 


se dá o nome de hipérbole. 
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• Equação na forma reduzida 

Tomando um sistema ortogo- 
nal como mostra a figura, da mesma 
forma como no caso da elipse, 
chega-se a que P = (x, y) está na 
hipérbole se e somente se 




Pondo b = y/c 1 - a 2 temos 0 < b < c e 



A equação fica 


X 2 

y 2 . 

a 2 

b 2 " 1 


( 7 ) 


( 8 ) 


• Esboço 


Como (8) só apresenta expoentes pares, concluímos (como no caso da elipse) que a 
hipérbole é simétrica em relação aos eixos coordenados e portanto em relação à origem. 


Além disso, de (8) concluímos que se P 
então 



Isso quer dizer que a curva não 
entra na faixa vertical indicada na 
figura ao lado. Assim o eixo Oy não a 
intercepta, enquanto que o eixo Ox 
a intercepta nos pontos Ai =(— a,0) 
e A 2 = (a, 0) (verifique). Graças 
à simetria, podemos restingjr-nos 
ao primeiro quadrante, e aí y = — 


(x, y) é um ponto qualquer da hipérbole, 
x ^ a ou x -a 


1 . . Á 

\ 

I 

v 

v y- i 

i 

- .. . _ | 

1 

i 

1 

l 

1 

1 

1 

• 

-J 


O 

CO 

1 

1 a 

i 

i 


y/ x 2 - a 2 , x > a. 
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Atribuindo valores a x e calculando y obtemos o esboço seguinte, onde as retas 
r ; y =— x e s : y = — — x são assintotas à hipérbole. 

3 3 



Dispondo os eixos como é tradicional (Ox horizontal, Oy vertical), o esboço da hipe'rbole 
toma o seguinte aspecto: 
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x y 

Assim , x 2 — y 2 = 1 representa uma hipérbole com focos em Ox e 

representa uma hipérbole com focos em Oy. 

• Nomes 


F,.F 2 

: focos 

2c 

distância focal 

A] A 2 

eixo transverso 

B, B 2 

: eixo conjugado 

0 

centro 

A lt A 2 

vértices 

F, F 2 

: segmento focal 

r e s 

assintotas 


EXERCÍCIO RESOLVIDO 
Está fixado um sistema ortogonal (0, T, ~] ). 

Ache as equações da hipérbole e das suas assintotas, conhecendo 

a) os focos F] = (-s/n. 0), F 2 = (-/TJ, 0) e a medida do eixo transverso, 6; 

b) um foco F, = (0, ->/Tl ), a distância focal 2-/T1 , e a medida do eixo conjugado 
2y/T (F 2 no eixo Oy). 

Resolução 

a) Temos 2a = 6 e 2c = 2 -/TI , logo a = 3 e c =/T3 . Dai b 2 = c 2 — a 2 = 4. Como 
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b) Temos 2b = ls/T, 2c = 2iy' r FT .'. b=y/T, c =y/ 11. 

Daí a 2 = c 2 — b 2 = 4. Como os focos estão em Oy, usaremos (9): 



• Definição 

Consideremos num plano n um ponto F e uma reta r, F í r, fixos. Ao conjunto 
dos pontos de it equidistantes de F e r se dá o nome de parábola. 


• Equação 

Tomemos um sistema ortogonal 
como se mostra na figura. Seja 
2p = d (F, r). Nesse caso, 

F = (P,0) 

r : x = -p x + p = 0 
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• Esboço 

Faça uma análise semelhante à que fize- 
mos nos casos da elipse e da hipérbole para 
obter o esboço ao lado, onde 0 é o ponto 
médio de HF. 

• Nomes 

F foco 

r diretriz 

2p parâmetro 


r y 



reta por F e perpendicular a r 


eixo (de simetria) 


V (ponto médio de HF) : vértice 


Atenção Escolhendo-se outros sistemas de coordenadas, é claro que a equação da parábola 
muda. Eis alguns casos. 



F = (-p,0) F = (0,p) F = (0,-p) 


r:x = p r : y = — p r:y=p 


y 2 = -4px 

(11) 

1 2 
y = i — x 
4p 

(12) 

Ví 

II 

1 

X 

N> 


Observação 

O método utilizado para chegar aos esboços da elipse, da hipérbole e da panb-oia. e 
precário e incompleto. Por exemplo, no caso da elipse, mesmo que você atribua "rrxtos" 
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valores a x, você somente obterá um nümero finito de pontos. Ao ligá-los, que critério 
adotar para decidir qual das figuras abaixo é a mais razoável? 



Ê bom que você saiba que as técnicas algébricas de que dispomos não são suficientes 
para decidir isso. É necessário recorrer ao Cálculo Diferencial, onde se aprendem técnicas 
mais sofisticadas e eficientes para esboçar gráficos de certas funções. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

' Está fixado um sistema ortogonal (0, 1 , ~f). 

1 . Escreva a equação reduzida da elipse, dados 
t) os focos (± 5, 0) e dois vértices (± 1 3, 0); 

#) os focos (0, ± 6) e a = 1 7 ; 

3 c 

c) dois vértices (± 5, 0) e a excentricidade e = — , onde e = — . Os focos estão no 

J 3 

eixo Ox ; 

d) os focos (±1, 0), o semi-eixo menor medindo \/T; 

8 

e) as extremidades do eixo menor (0, ± 4), e o comprimento L = j da corda perpendicular 
ao eixo maior da elipse e que passa por um dos focos; 

f) os focos (0, ± 2 y/3 ), L = 2, L como no item anterior; 

g) o centro (0, 0), um dos focos (0, — y/~4Õ ), e um ponto (^/T, ~j~) da elipse. 
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Q 

2. Para as elipses dadas, determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = — ). Faça um 
esboço. 

pf 16x 2 + 25y 2 = 400 

b) x 2 + 9y 2 = 9 

c) 2x 2 + y 2 = 50 
/) 3x 2 +4y 2 = 12 

3. Escreva a equação reduzida da elipse que tem centro na origem, focos num dos eixos coorde- 
nados, e passa por A e B. 


çC 




, s 


a) A = (3,2) *, B = (1,4) 


b) A = (5,2) , B = (2, 4) 

4. Ache os vértices e a área de um quadrado com lados paralelos aos eixos, inscrito na elipse 
9x 2 + 16y 2 = 100. 

5. Obtenha equações das elipses cujos focos e medida do semi-eixo maior são dados. 


a) (-3, 2), (-3,6), a = 4 

b) (-1,-1), (1, O, a = 3 

c) (0,0) , (1, 1), a = 3 

Sugestão É mais cômodo resolver usando a definição de elipse, mas é mais instrutivo usar 
translações e rotações. 


Determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = — ) e as assintotas das hipérboles 
dadas a seguir. Faça um esboço. 

V 

f) 25x 2 - 144y 2 = 3600 
b) 16x 2 - 25y 2 = 400 
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c) y 2 - x 2 = 16 

d) 9y 2 - 4x 2 = 36 

e) 3x 2 - y 2 = 3 

7. Escreva a equação reduzida da hipérbole, dados 
/&) os vértices (± 2, 0), e os focos (±3, 0); 

b) os vértices (± 15, 0), e as assintotas 5y = ±4x; 

c) b = 4, as assintotas 2y = ± 3x (focos no eixo Oy); 

d) os focos (±5, 0), e as assintotas 2y = ± x; 

e) as assintotas y = ± x, e um ponto da hipérbole, (5, 9); 

Q 

f) os focos (± 5, 0), e o comprimento L = ^ da corda por um dos focos, perpendicular a 
F, F 2 . 

8. Obtenha equações das hipérboles, dados os focos e a. 

a) (3, -3) , (3, 7) , a = 3 

b) (3, 4) , (-1,-2), a = 1 

Veja a sugestão do Exercício 5. 

9. Determine os focos, os vértices e as diretrizes, das parábolas dadas a seguir. Faça um 


esboço. 



a) y 2 = 16x 

b) y 2 + 28x = 0 

c) x 2 + 40y = 

d) 5y 2 = 12x 

e) 2x 2 = 7y 

0 7x 2 = 1 5 y 


10. Escreva as equações reduzidas das parábolas com vértice na origem, dados 

a) o foco (8, 0); 

b) a dirètriz y = 2 ; 
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' c) o eixo de simetria Ox e um ponto da parábola, (5, 10); 

d) dois pontos da parábola, (6, 18) e (—6, 18); 

e) um ponto da diretriz, (4, 7), e o eixo de simetria Ox. 

1 1 . Ache as equações das parábolas de focos e diretrizes dados abaixo. 

a) (2, 3) , x = 0 

b) (3, 1) , y + 3 = 0 

c) (-4, -2) , 2x + y = 3 

Veja a sugestão do Exercício 5. 

§2 Cônicas (caso geral) 

Definição Dado num plano ir um sistema ortogonal de coordenadas, e dada a equação 

G (x, y) = Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (14) 

com A J + B J + C 2 + 0, chama-se cônica ao conjunto dos pontos P = (x, y) de n tais que 
(14) se verifica. 

Exemplos de cônicas 

1) O conjunto vazio; G (x, y) = x 2 + y 2 + 1 = 0 

2) Um ponto; G (x, y) = x 2 + y 2 =0 

3) Uma reta: G (x, y) = (x + y) 2 = x 2 + 2xy + y 2 = 0 

4) Reunião de duas retas paralelas: 

G (x, y) = (x + y) (x + y + 1) = x 2 + 2xy + y 2 +x + y = 0 
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5) Reunião de duas retas concorrentes: G (x, y) = (x + y) (x — y) = x 2 — y 2 = € 

6) Elipse: G (x, y) = x 2 + 2y 2 - 1 =0 

7) Hipérbole: G (x, y) = x 2 - y 2 - 1 =0 

Sl Parábola: G (x, y) = x - y 2 = 0 

9) Circunferência: G (x, y) = x 2 + y 2 — 1 = 0 

Provaremos no § 3 que estes nove casos esgotam as possibilidades. Nos exemplos acima 

não há nenhuma dificuldade em se reconhecer a cônica, a partir de sua equação. Já não se pode 
dizer o mesmo dos seguintes: 

35x 2 — 2xy + 35y 2 — 34x — 34y — 289 = 0 (elipse) 

3x 2 + 1 2xy + 8y 2 - 1 8x - 28y + 11 =0 (hipérbole) 

4x 2 — 4xy + y 2 -2x + y+15 = 0 (vazio) 

Neste parágrafo o nosso objetivo é reconhecer a cônica e esboçar seu gráfico, conhecida 
sua equação. 

Roteiro 

1) Procure eliminar por meio de uma translação os termos de IP grau. Proceda como indi- 
cado em (I), no §3, capítulo anterior. 0(s) ponto(s) (h, k) lá indicado(s) se chama(m) 
centro(s) (de simetria) da cônica* °K 

2) Admitindo que isso possa ser feito, procure eliminar o termo em uv através de uma 
rotação, como se indica em (II), §3, Capítulo 20. Chega-se a uma equação da forma 
A't 2 + Cw 2 + F' = 0, e daí é fácil o reconhecimento* * * * . 


( ') Esse nome advém do fato seguinte : se P está na cônica, também está o seu simétrico em relação ao centro. 
Basta observar a equação da cônica, quando se translada o sistema inicial: Au^ + Buv + Cv + F =0. 
Se tu, vi a satisfaz, então (-u, — v) também a satisfaz. Observe' que as parábolas são as únicas cônicas 
que não têm centro (apesar de terem um eixo de simetria). Elipses, hipérboles, circunferências, pontos 
e reuniões de duas retas concorrentes possuem centro único. Retas, reuniões de duas retas paralelas e 
vazio têm infinitos centros. 

(**) Note que esta última equação só apresenta expoentes pares para t e w, e portanto, como já comen- 
tamos no §1, ela descreve um conjunto simétrico em relação aos eixos Ote Ow. Eis aí o significado 
geométrico do processo. 
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3) Se não pudermos eliminar os termos de 19 grau, paciência. Efetuamos uma rotação para 
eliminarmos o termo em xy. 


Observação 

Foi visto, no Exercício 4 do §3 do capítulo anterior, que B 2 — 4AC = — 4A C' (pois aqui 
B' = 0). Usando este fato, não é difícil tirar as seguintes conclusões, que ajudam a conferir resulta- 
dos (daremos mais detalhes no próximo parágrafo). 


• Se B 2 — 4AC <0, a cônica só pode ser: vazio, ponto, circunferência ou elipse. 

• Se B 2 - 4AC = 0, a cônica só pode ser: reta, reunião de duas retas paralelas, parábola, ou 
vazio. 

• Se B 2 - 4AC > 0, trata-se necessariamente de reunião de duas retas concorrentes, ou de 
hipe'rbole. 

Por causa disso, dizemos que a equação (14) é de tipo elíptico quando B 2 - 4AC <0, 
de tipo parabólico quando B 2 — 4AC = 0, e de tipo hiperbólico quando B 2 — 4AC > 0. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

— ► — ► 

Está fixado um sistema ortogonal (0, i , j ). 

1) Esboçar o gráfico da cônica de equação 

G (x, y) = 4x 2 - 4xy + 7y 2 + 1 2x + 6y - 9 = 0 


Resolução 

• B 2 - 4AC = 16 — 4.4.7 < 0 (tipo elíptico). As possibilidades são: vazio, ponto, 
circunferência, elipse. 


• Fazendo x = u + h, y = v + k, e substituindo na equação, obteremos 

4u 2 + 4uv + 7 v 2 +(8h — 4k+ 12) u + (-4h+ 14k + 6)v + G(h, k) = 0 
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kualando os coeficientes de u e v a 0 resulta 
8h — 4k = -12 
— 4h + 14k = - 6 

de onde resulta h= —2, k = — 1. 

A equação no novo sistema fica 

4u 2 — 4uv + 7v 2 — 24 = 0 

• Vamos agora eliminar o termo uv. 

-4 4 

Sendo tg 26 = - _ ^ , 

podemos escolher 29 no 19 quadrante. 

Calculamos A' e C', que são raízes de 
4 — X -2 
-2 7 - X 




= 0 


Resolvendo, encontramos X = 3 e X = 8. Para decidir quem é A ; e quem é C , 
observe que (fórmula (20) do Capítulo 20) 


4-7 


-3 


cos 26 - a» _ c' A'-C' 

Como cos 26 > 0, resulta A* — C* < 0 A ; < C • 

Logo A' = 3, C' = 8. A equação final é (lembre-se que o termo independente F* não 
se altera por rotação) 3t 2 + 8w 2 — 24 = 0, ou seja 


r w* 

1 


É uma elipse. Eis o esboço procurado: 
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1 



2) Idem para G (x, y) = x 2 - 2xy + y 2 - 2x - 2y + 1 - 0. 

Resolução 

• B 2 — 4 AC = 4 — 4 = 0 (tipo parabólico). As possibilidades são: reta, reunião de duas 
retas paralelas, parábola, ou vazio. 

• Tentemos a eliminação dos termos de 1 P grau: 

Fazendo x=u+h, y=v + k, resulta 

u 2 - 2uv + v 2 + (— 2k + 2h - 2)u + (2k - 2h - 2)v + G (h, k) = 0 

Igualando os coeficientes de uev a zero, resulta 
í -2k + 2h = 2 

l 2k - 2h = 2 

claramente incompatível. Logo não existe centro, o que nos dá a certeza de que se trata 
de uma parábola. 

• Vamos à rotação. Como A = C, tomemos d =-j- . Como vimos no Capitulo 20, temos: 
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A' = y (A + B + C) = 0 

C' = 4 - (A-B + C) = 2 

D' = D cos + E sen = -2 y/2 

E' = —D sen + E cos -—r - 0 
4 4 

F' = 1 

(Note que por ser B 2 — 4AC = 0 já era previsto que ou A 1 = 0 ou C , = 0.) 
A equação fica 

2v 2 - 2 y/2 u + 1 = 0 


que e' uma parábola, que você já deve saber desenhar. Escrevendo a última equação 
na forma v 2 - y/2 (u - — ) = 0, pode-se ainda fazer a translação w = v, 
1 

t = u - ~ — , para obter a equaçao reduzida w 2 = y/2 t. Eis a resposta: 

2 yj 2 
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3. Idem para G (x, y) =x 2 - 4xy + 4y 2 - 6x + 12y + 8 = 0. 

Resolução 

• B 2 - 4AC = 16 — 16 = 0 (tipo parábolico). Pode ser reta, reunião de duas retas parale- 
las, parábola, ou vazio. 

• Para eliminar os termos de 19 grau, fazemos x=u + h, y = v + k, obtendo 

u 2 — 4uv + 4v 2 + (— 4k + 2h — 6)u + (8k - 4h + 12)v + G(h, k) = 0 

Igualando a 0 os coeficientes de u e de v, vem 

— 4k + 2h = 6 
8k — 4h =-12 


sistema compatível, indeterminado (logo não se trata de parábola). Escolhemos uma 
solução, digamos h = 1, k = — 1. Com isso, a equação fica 

u 2 - 4uv + 4v 2 -1=0 



• Para eliminar o termo em uv, calculamos 



e escolhemos 28 no 19 quadrante. A* e 
C' são as raízes de 

1 - X -2 

= 0 

-2 4- X 



que são 0e 5. Para saber quem é A 1 equemé C 1 , examinamos 


1-4 

cos 26 = — 7 

A'-C' 



278 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Como cos 26 > 0 pela escolha acima, resulta A 1 — C' <2 0, logo, A ; <2C', e daí 
A =0. C* = 5. A equação final é 



Agora repare que este exercício poderia ter sido resolvido de um modo todo especial, 
pela fatoração do polinómio G(x,y): 

G (x, y) = x 2 - 4xy + 4y 2 — 6x + 12y + 8 

= (x — 2y) 2 - 6 (x - 2y) + 8 =(x - 2y — 2) (x - 2y - 4) 

Logo 


x — 2y — 2 = 0 
G (x, y) = 0 <=> ou 

x - 2y - 4 = 0 
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e portanto a cônica é a reunião das retas paralelas descritas acima. De qualquer 
modo, se você não perceber essa possibilidade e fizer a translação, obtendo a equação 
u 2 - 4uv + 4v 2 —1=0, ainda resta a alternativa de fatorar: 

u 2 _ 4uv + 4v 2 - 1 = (u - 2v) 2 -1 = 0 

que implica u - 2v = 1 ou u - 2v = - 1 , e novamente temos as duas retas paralelas, desta 
vez referidas ao sistema O uv. 

Vale a pena ficar atento a esses casos especiais. 


EXERCÍCIOS propostos 

Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0, i , j ). 

1 . Esboçar o gráfico da cônica representada por 

a) G (x, y) = 3x 2 + 3y 2 + 2xy + 6 s/Tx + 2 VTy +2=0 

b) G (x, y) = x 2 + 4y 2 + 3 y/J xy - 1 = 0 

c) G (x, y) = x 2 + 4y 2 + 4xy -1 = 0 

d) G (x, y) = 16x 2 - 24xy + 9y 2 - 38x — 34y + 71 = 0 

e) G(x, y) = 7x 2 +5y 2 + 2^3 xy-(14 + 2 > /3)x-(10 + 2 > /3)y + 8 + 2 N / r 3 =0 

f) G (x, y) = 16x 2 - 108xy — 29y 2 + 260 = 0 

g) G (x, y) = 7x 2 + 6xy - y 2 + 28x + 1 2y + 28 = 0 

2. Reduza a equação à forma mais simples, atrave's de translação eventual e rotação. Dê o 
ângulo de rotação. Descreva o conjunto representado. 

a) 32x 2 + 52xy — 7y 2 + 180 = 0 

b) 7x 2 - 6>/3 xy + 13y 2 - 16 = 0 
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c) x 2 - 5xy — 1 ly 2 — x + 37y + 52 = 0 
dl 4x 2 - 4xy + y 2 - 8y/T x - 16-^/T y = 0 
e I x 2 + y 2 - 2xy - 8 >/ T x - 8 y/2 y = 0 

f) 8y 2 + 6xy - 12x - 26y + 1 1 = 0 

g) 17x 2 - 12xy + 8y 2 = 0 

h) 19x 2 + 6xy + 1 ly 2 + 38x + 6y + 29 = 0 

3. Reconheça as cônicas dadas a seguir: 

a) 3x 2 + 4xy + y 2 — 2x — 1 =0 

b) y 2 - 6xy - 7y 2 + 10x - 30y + 23 = 0 

c) 5x 2 + 4xy + y 2 - 6x - 2y + 2 = 0 

_ d) 2x 2 + 3y 2 - 8x + 6y - 7 = 0 

e) 4x 2 — 4xy + y 2 — 6x + 3y + 2 = 0 

f) x 2 - 2xy + y 2 - 10x - 6y + 25 = 0 . 

g) x 2 + 4y 2 + 4xy + 2x + 4y + 1 =0 

h) 1 6x 2 + 1 6y 2 — 1 6x + 8y — 59 = 0 

§3 Classificação das cônicas 

Como vimos no parágrafo anterior, o processo para esboçar o gráfico de uma cônica e' em 
geral laborioso. Porém, se o interesse for apenas o de reconhecer a cônica, vimos que há alguns 
“atalhos” que encurtam o caminho, como por exemplo a análise do sinal de B 2 — 4 AC. Vamos 
agora sistematizar esses procedimentos para ver como se pode reconhecer a cônica de um modo 
relativamente simples, através da análise dos coeficientes de sua equação. 



Cônicas 


281 



Considere a mudança de coordenadas dada por 


x = h + u cos 6 — v sen 6 
y = k + u sen 6 + v cos0 


( 18 ) 


que corresponde a uma translação seguida de uma rotação (roto-translação; observe que o novo 
sistema de coordenadas tambe'm é ortogonal). 
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Substituindo (18) em (15) resulta uma equação da forma 

g(u, v) = au 2 + buv + cv 2 + du + ev + f = 0 
á qual fica associada uma matriz 



a 

b/2 

d/2 - 

m = 

b/2 

c 

e/2 


. d/2 

e/2 

f 


e correspondentes números 

i . * b 2 - 4ac . , , 

t>i - a + c , o 2 = j , ò 3 = det m 


Proposição 1 Valem as igualdades 6 j = Ai, 5 2 = A2, S 3 = A 3 (isso quer dizer que os números 
A! , Aj e A 3 são invariantes por roto-translações, por isso são chamados invariantes ortogonais 
da cônica dada). 


Demonstração Para as duas primeiras igualdades, veja os Exercícios 4 e 5 do §3, Capítulo 20. 
Quanto à terceira, observe inicialmente que o 19 membro de (15) pode ser colocado sob forma 
matricial (faça os cálculos para constatar isso): 




G (x, y) = [x y 1 ] M 


y 

1 


Além disso, usando (18) vemos, após um cálculo matricial simples, que 


X ' 


u 


cos 9 

—sen 9 h 

y 

= T 

V 

, onde T = 

sen 9 

cos0 k 

. i . 


.1. 


0 

0 1 _ 


Transpondo, obtemos ainda 

[x y l] = [u v ljT* 
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Substituindo na expressão de G (x, y) obtemos 

g (u, v) = [u v 1 ] (T l M T) 

Mas, a exemplo de G (x, y), podemos escrever 

g (u, v) = [u v 1 ] m 

Comparando as duas últimas igualdades vem 
m = T t MT 

de onde resulta 

5 3 = det M = det T l . det M . det T = det M = A 3 
já que det T = det T* = 1. 

Observação 

Uma alternativa para demonstrar a invariança de A 2 , você pode ver no Exercício 2. 

Para a próxima Proposição, será útil o lema seguinte, cuja demonstração é imediata e será 
deixada como exercício. 

Lema Seja g (u, v) = cv 2 + du + ev + f 

f e 2 

a) Se c í 0 e d ^ 0, então a mudança de variáveis (translaçao) u = X - — + -^j-, 

0 0 
v = Y - yy , transforma g(u, v) em cY 2 + dX. 

0 

b) Se c # 0 e d = 0, então a mudança de variáveis (translação) v = Y - y- (u = X) trans- 
forma g(u, v) em cY 2 +q (onde q = f - — ). 
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Observação As translações acima não “cairam do céu”. São motivadas pela conhecida técnica 
de completação de quadrados: 


+ eV “ c (V 2 + T V) = c [V 2 + 2 • fc v + ( t )2 ' ( 27 )2 1 


[(v + TT ) 2 


]=c(v + £) 2 


Proposição 2 Considere a cônica dada por (15). 

a) Se A 2 ¥= 0, existe um sistema de coordenadas ortogonal, em relação ao qual a equação 
da cônica tem a forma 

pX 2 + qY 2 + r = 0 (p 2 + q 2 i= 0) 


>1 Se A 2 = 0, então 

bO se A 3 ^ 0 , existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relação ao qual a cônica 
tem equação da forma 

pY 2 + qX = 0 (p =É 0, q # 0) 

b 2 ) se A 3 = 0 , existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relação ao qual a cônica 
tem equação da forma 

pY 2 + q = 0 (p ít 0) 


Demonstração 

4 AC — B 2 

a) Decorre do trabalho desenvolvido no § 3 do Capítulo 20. De fato, A 2 = — 

sendo não-nulo, podemos fazer uma translação para eliminar os termos de 19 grau; como sempre é 
possível fazer uma rotação para eliminar o termo misto de 29 grau, obtemos após essa roto- 
translação um sistema ortogonal satisfazendo às condições do enunciado. 

b) Suponhamos A 2 = 0. Efetuando uma rotação para eliminar o termo misto de 29 grau, 
obtemos um sistema de coordenadas ortogonal em relação ao qual a equação da cônica tem 
a forma 


au 2 + cv 2 + du + ev + f = 0 


(19) 
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onde a e c são raízes de 


A- X 

B/2 


B/2 

C-X 


= 0 . 


Agora 


m = 


a 

0 


d/2 


0 d/2 ' 

c e/2 

e/2 f 


e pela Proposição 1 temos 


A, = a + c , A 2 = ac 




( 20 ) 


De A 2 = 0 segue que a = 0 ou c = 0, não podendo ser ambos nulos, senão a equação 
(15) não seria de 29 grau (veja o Exercício 4b, §3 do Capítulo 20). Suponhamos a = 0 e c^O 
(o outro caso é análogo e fica como exercício). Então, (20) fornece 


A 3 = 



( 21 ) 


e (19) se reduz a 


cv 2 + du + ev + f = 0 (22) 

bj) Se A 3 0, (21) nos assegura que d^0 eo resultado segue da parte a) do Lema 
anterior, aplicada a (22), tomando p=c e q = d. 

b 2 ) Se A 3 =0, (21) nos dá d = 0, e o resultado segue agora da parte b) do referido 
Lema, tomando p = c. 


Corolário Seja Í2 um subconjunto de E 2 . 


(i) Í2 é uma cônica se e somente se Í2 é de um dos seguintes tipos: 
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1 ) vazio 

2) conjunto de um único ponto 

3) reta 

4) reunião de duas retas paralelas 

5) reunião de duas retas concorrentes 

6) elipse 

7) parábola 

8) hipérbole 

9) circunferência 

(ii) Se Í2 =£ 0, então A 3 = 0 se e somente se £2 é de um dos tipos 2), 3), 4), 5) do item (i). 
Demonstração 

(i) Vamos estudar o caso A 2 =É 0, deixando o outro caso como exercício. Pela Proposição 2, 
existe um sistema de coordenadas em relação ao qual a equação da cônica tem a forma 

pX 2 + qY 2 + r = 0 (p 2 + q 2 # 0) (23) 

I) Suponhamos r ^ 0. 

l a) Se p, q, r têm mesmo sinal, então £2 = 0. 

l b) Se p, q, r não têm mesmo sinal, então (23) pode representar uma elipse, uma cir- 
cunferência ou uma hipérbole. 

II) Suponhamos r = 0. De (23) segue 

pX 2 + qY 2 = 0 (p 2 + q 2 # 0) (24) 

lia) Se p e q têm mesmo sinal, então pX 2 = qY 2 = 0. Logo, £2 é formado por um 

único ponto. 

Ilb) Se p e q têm sinais contrários, então (24) representa a reunião de duas retas 
concorrentes. 


(ii) Deixamos como exercício, lembrando que pela Proposição 1 e por (23) tem-se A 3 p q r. 
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Observação 

0 conjunto vazio está “fora do alcance” do item (ii); as equações x 2 + l=0 e x 2 + y 2 + l=0 
representam, ambas, o conjunto vazio, mas para a primeira A 3 = 0 e para a segunda, A 3 = 1. 

Vamos agora ver como se aplicam esses resultados. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

— > — > 

Está fixado um sistema ortogonal (0, i, j ). 

1 . Reconheça a cônica de equação 

4x 2 - 4xy + 7y 2 + 12x + 6y - 9 = 0 
(veja o Exercício Resolvido n9 1, §2). 


Resolução 

Temos 

Aj =11 

A 2 = 4. 7 -(-2). (-2)= 24*0 
A 3 = det M = -576 # 0 



Como A 2 0, existe, pela Proposição 2, um sistema de coordenadas ortogonal em relaçao 
ao qual a equação da cónica é da forma pX 2 + qY 2 + r =0 


0 0 


«i = p + q 


5 2 = pq 


0 


0 


r 


5a = pqr 
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Pela Proposição 1 devemos ter 

' pqr = -576 
. pq =24 
p + q= 11 

de onde resulta facilmente p > 0, q > 0, r < 0. Trata-se portanto de elipse ou cir- 
cunferência. Das igualdades pq = 24 e p + q = 11 conclui-se imediatamente que p =£ q. 
Logo, a cônica não é circunferência. Trata-se, pois, de uma elipse. 


Observação 

Caso se queira a equação da elipse na forma reduzida, basta resolver o sistema 
acima. Obtém-se p = 3, q = 8 (ou p = 8, q = 3) e r = — 24. A equação é, pois, 
3X 2 + 8Y 2 - 24 = 0, ou seja, 



X 2 Y 2 

A escolha da outra solução fornece — y- + — — = ] . Este método não permite obter 

a medida 0 do ângulo de rotação, de modo que não temos elementos para esboçar o 
gráfico da cônica. 

2. Idem para x 2 - 2xy + y 2 - 2x - 2y + 1 = 0 (veja o Exercido Resolvido n<? 2, §2). 


Resolução 

Seguindo os passos da resolução do exercício anterior, temos 


1 

-1 ! 
1 

-i ‘ 

A 1 

= 2 

-1 

1 

I 

i ; 

i 

-i 

A 2 

= 0 

-1 

-i 

i 

a 3 

= -4 


Pela Proposição 2, existe um sistema ortogonal de coordenadas em relação ao qual 
a cônica é dada por uma equação da forma pY 2 + qX = 0. Sendo 
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r 0 0 q /2 


ô, = p 


m = 


P 0 


Sj = 0 


q/2 0 0 



a Proposição 1 nos leva a 


P = 2 
• 0 = 0 



ou seja, p= 2, q= >/¥ , ou p= 2, q= — y/H . Trata-se, pois, de uma parábola. 


Observação 

Num certo sistema de coordenadas, a parábola tem por equação 2X 2 + y/S Y = 0. 
Num outro, 2X 2 — y/ÜY =0. Novamente, faltam-nos subsídios para determinar 6 e 
esboçar a parábola. 

3. Idem para x 2 — 4xy + 4y 2 — 6x + 12y + 8 = 0 (veja o Exercício Resolvido n9 3, §2). 


Resolução 

Temos 


1 -2 -3 


A! = 5 


M = 


-2 


4 6 


Aj = 0 


— 3 


6 



A 3 = 0 


e portanto em relação a um sistema ortogonal de coordenadas, a cônica tem equação da 
forma pY 2 + q = 0. Neste caso 
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e o sistema que se obtém igualando os invariantes só fornece p = 5. Mas, observando a 
equação pY 1 2 + q = 0, vemos que só pode representar: reta, reunião de duas retas para- 
lelas, ou o vazio. Determinemos então a interseção da cônica com os eixos Ox e Oy. 
Fazendo x = 0 na equação original, resulta 4y 2 + 12y + 8 = 0 e daí y = — 2 ou y =— 1. 
Fica claro que se trata da reunião de duas retas paralelas. 

4. Idem para x 2 - 2xy + y 2 + x - y + 1 =0. 

Resolução 

Temos 



e a situação é a mesma do exercício anterior. Determinemos a interseção da cônica com 
Oy. Fazendo x = 0 na equação dada vem y 2 - y + 1 = 0. que não tem raízes reais; 
logo, a cônica não intercepta Oy. 

Agora, com Ox. Fazendo y = 0 na equação dada resulta x 2 + x + 1 = 0, que 
também não possui raízes reais. 

Conclusão: Trata-se do conjunto vazio. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

— y — >• 

Está fixado um sistema ortogonal (0, i, j). 

1. Faça o reconhecimento das cônicas dadas nos exercícios propostos no §2, usando os 

métodos deste parágrafo. 
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2. a) Mostre que a parte quadra'tica de (15) pode ser escrita matricialmente sob a forma 



X 



A 

B/2 ‘ 

X y ] P 

. y . 

onde 

P = 

B/2 

C 


b) Mostre que (18) pode ser posta sob a forma 


X ' 


' u 


cos 9 - sen 9 


h ' 


= R 


+ Q onde R = 


, Q = 


. y . 


V 


. sen 9 cos 9 . 


. k 


c) Combinando a) e b) e procedendo como na demonstração da invariança de 
prove a invariança de A 2 . 




Neste capitulo está fixado um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (0, i, j, k). 


§ 1 Superfície esférica 
1 . 1 Equação reduzida e equação geral 

Dados um ponto CG E 3 e um número real r >0 , a superfície esférica S de centro C 
e raio r é o lugar geométrico dos pontos de E 3 que distam r do ponto C. Assim, pondo 

P = (x, y, z) , C = (x 0 , y 0 , z 0 ) 

temos Pt S se e somente se d (P, C) = r, isto é, 

(D 

A equação ( 1) é chamada equação reduzida de S. Assim, por exemplo, 

(x + l) 2 + (y - 2) 2 + z 2 =4 

é a equação reduzida de uma superfície esférica de centro C = (-1 , 2, 0) e raio r = = 2. 
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Desenvolvendo os quadrados em ( 1), obtemos 

x 2 + y 2 + z 2 - 2x 0 x - 2y 0 y - 2z 0 z + x 2 + y 2 + z£ - r 2 = 0 (2) 

que é uma equação da forma 

(3) 

com a, b, c, d E R, chamada equação geral de S. 

Surgem imediatamente duas questões: 

13) dada uma equação da forma (3), como decidir se ela é equação geral de alguma superfície 
esférica S? 

2?) em caso afirmativo, como obter, a partir da equação, as coordenadas do centro e o raio 
de S? 



Para respondê-las, basta completar os quadrados e colocar (3) sob a forma (1); se o 29 
membro for negativo, o lugar geométrico é vazio; se for nulo, ele se reduz a um ponto; e se for 
positivo, trata-se de uma superfície esférica cujo raio é a raiz quadrada desse 29 membro e cujo 
centro se obtém observando o 19 membro. Assim: 


x 2 + ax = (x 2 + ax + - ~ = (x+ ~) 2 - — 

y 2 + by (y 2 + by + — ) - = (y + -y) 2 - -y- 


Substituindo em (3), vem: 
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Então, (3) é a equação geral de uma superfície esférica se e somente se 

a 2 +b 2 +c 2 — 4d>0 


( 4 ) 


e nesse caso. o centro é 



(5a) 


e o raio é 


y/ a 2 + b 2 + c 2 - 4d 


(5b) 


Observações 

1. Se a 2 + b 2 + c 2 — 4d = 0, a única solução de (3) é o ponto C (veja (5a)) e portanto 
o lugar geométrico é {C}. Se a 2 + b 2 + c 2 - 4d < 0, o lugar geométrico é vazio. 


Na obtenção da equação (3), notamos que os coeficientes a. b e c dependem exclusiva- 
mente das coordenadas do centro de S. O raio r influí apenas no termo independente d 
(compare com (2)). Segue-se daí que a equação 

x 2 + y 2 + z 2 + ax + by + cz + X - 0 (6) 

onde X é um parâmetro real, sujeito à condição 


, ^ a 2 + b 2 + c 2 
X < - 

(veja (4)). representa um feixe de superfícies 
esféricas concêntricas, com centro 







EXERCÍCIOS resolvidos 

1. Dê a equação geral da superfície esférica de centro (1 , -1 , 3) e raio 4 

Resolução 

Usando (1) temos: 

(x- l) 2 + (y+ l) 2 + (z — 3) 2 = 16. 

Eliminando os parênteses e passando para a forma (3), obtemos a equação geral procurada 
x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 2y - 6z - 5 = 0. 

2. Verifique se a equação x 2 + y 2 + z 2 — 4x — 2y + 8z + 12 = 0 é a equação de uma super- 
fície esférica. Caso seja, dê o centro e o raio. 

Resolução 

Completemos os quadrados: 

x 2 - 4x = x 2 — 2. ~y- x = x 2 - 2. 2x + 2 2 - 2 2 = (x - 2) 2 - 4 

y 2 - 2y = y 2 - 2. 1. y = y 2 -2. 1. y + 1 2 — 1 2 = ( y — 1 ) 2 — 1 

z 2 + 8z = z 2 + 2. z = z 2 + 2. 4. z = z 2 + 2. 4. z + 4 2 - 4 2 = (z + 4) 2 - 16 

Substituindo na equação dada, resulta 

(x- 2) 2 - 4 + (y - l) 2 - 1 + (z + 4) 2 - 16 + 12 = 0 

(x - 2) 2 + (y - l) 2 + (z + 4) 2 = 9 = 3 2 

Portanto, trata-se de uma superfície esférica de centro C= (2, 1 , — 4) e raio r= 3. 

3. ldem para x 2 + y 2 + z 2 — y/~3x. — 4y + 8 = 0. 


. Superfícies 
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Substituindo na equação dada vem que 

(x — + (y — 2) 2 + z 2 — 4 + 8 = 0 

ou seja 

(x - ^-) 2 + (y - 2) 2 + z 2 + -J- = 0 

Vemos claramente que não existem x, y, z que satisfaçam essa equação. Logo, a equação 
dada não representa uma superfície esférica, mas sim o conjunto vazio. 

4. Ache a equação geral da superfície esférica que passa pelos pontos (0, 0, 0), (1, 0, 0), 
(0, 2, 0), (0, 0, 3). 

Resolução 

A equação procurada será da forma 
x 2 + y 2 + z 2 + ax + by + cz + d = 0 

Impondo que os pontos dados satisfaçam essa equação resulta 
O 2 + O 2 + O 2 + a.O + b.O + c.O + d = 0 

l 2 + 0 2 + O 2 + a.l + b.O + c.O + d = 0 

O 2 + 2 2 + 0 2 + a.O + b.2 + c.O + d = 0 

0 2 + O 2 + 3 2 + a.O + b.O + c.3 + d = 0 
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ou seja 

d = O 
1 + a + d = O 

- 

4 + 2b + d = O 
. 9 + 3c + d = O 
Resolvendo, vem 

a = — 1, b = -2, c = -3. 

Portanto, teremos por resposta 

x 2 + y 2 . + z 2 - x — 2y - 3z = 0 ( * ’ 

5. Ache o raio da superfície esférica que passa pelos pontos (—2, 1 , >/26 ), (1, 2, — 4), (2, 2, 3) 
e cujo centro está no plano Oxy. 

Resolução 

Como queremos o raio r, escrevemos a equação procurada na forma 
(x - m) 2 + (y - n) 2 + (z - p) 2 = r 2 
Como C = (m, n, p) está no plano Oxy, temos p = 0. 

Levando isto à equação acima, e impondo que os pontos dados estejam na superfície, vem 
que 

(-2 - m) 2 + (1 - n) 2 + ( >/26 ) 2 = r 2 

(1 -m) 2 + (2-n) 2 + (-4) 2 = r 2 (tt) 

(2 - m) 2 + (2 - n) 2 + 3 2 = r 2 


(*) Em princípio, deveríamos verificar se esta é equação de uma superfície esférica, o que é equivalente a 
verificar se os pontos dados não são coplanares. Mas isto não é necessário, poiso sistema obtido admitiu 
solução única (veja o Exercício 12). 
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Resolvendo o sistema acima, obtemos 


m = -2, n = 1 , e r = \flb . 



equação geral da superfície esférica S,, concêntrica com a superfície esférica 
t v 2 + z 2 — 2x + 3y - z = 0 e que passa pelo ponto P = (1,1,0). 


Resolução 

Por (6), temos: 

Si : x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 3y — z + A = 0 

As coordenadas de P satisfazem essa equação, logo 1 + 1+ 0 — 2+3 — 0+ X = 0, donde 
X = — 3. Então 


S, : x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 3y - z - 3 = 0 


7. Localize os pontos M = (1 , 2, 1)^ N = ( — 1 , — 1 , 0) e Q = ( 1 . 0. — 1 ) em relação à 
superfície esférica S : x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 4y — z — 1 = 0. 


Resolução 

Devemos comparar as distâncias dos pontos dados ao centro de S, com o raio de S. 
Um jeito rápido de se fazer isso é notar inicialmente que o primeiro membro da equação 
geral (3) nada mais é que d(P,C) 2 — r 2 (releia a obtenção de (3) a partir de (1), passando 
por (2)). Assim, para localizar um ponto P em relação a uma superfície esférica S, basta 
substituir suas coordenadas no 19 membro da equação geral de S. Se o resultado obtido 
for negativo, P é interior a S; se for positivo, P é exterior a S: se for nulo, P E S. Resolvamos 
então o exercício: 

M:l+4+l — 2 + 81 — 1 — 10 > 0 M é exterior a S 

N : 1 + 1+ 0 + 2 — 4—0 — 1 = — 1 <0 N é interior a S 


0 :l+0+l — 2+1 — 1 = 0 0 E S 
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EXERCÍCIOS propostos 

1 . Ache uma equação da superfície esférica de centro C e raio r nos casos 


a) C = (1,-1, -3) r = 2 

b) C = (0,0,0) r = 1 

c) C = ( y/2, 1,-3) r = s/7 

d) C = (18, -17,-1) r = 50 

e) C = (0, 1 , 0) r = 4 


2. Verifique se as equações dadas são equações de superfícies esféricas. Caso afirmativo, dê 
o centro e o raio. 

a) (x - 2) 2 + (y + 6) 2 + z 2 =25 

b) x 2 + y 2 + z 2 - 4x + 6y + 2z - 2 = 0 

c) x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 4y + 10 = 0 

d) x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 2y = 0 

e) x 2 + y 2 + z 2 - 2x — 4y - 6z + 1 6 = 0 

f) 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 6x + 2y - 4z + 7 = 0 

g) 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 - 8x - 8y - 8z + 10 = 0 

h) x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 4y + 15 = 0 

i) x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 4y + 5 = 0 

3. Ache uma equação da superfície esférica que passa pelos pontos (1, 0, 0), (0, 1, 0), 

(i-,1,^1). (0.0.,). 

4. Ache uma equação da superfície esférica de centro (1, 1, 2) que passa pelo ponto (1, 1, 3). 
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5. Os pontos A = (2, —3, —5) e B = (4, 1, -3) são extremidades de um diâmetro de uma 
superfície esférica. Ache uma sua equação. 

6 . Ache uma equação da superfície esférica que passa pelos pontos (0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0) 
e cujo centro está no plano x + y — z = 0 . 

, x = 2z - 3 

Ache uma equação da superfície esfenca que tem centro na reta r : ■ e passa 

y = z — 1 

pelos pontos A = ( 6 , — 1,3) e B = (0, 7, 5). 

8 . Dê equações na forma simétrica da reta perpendicular ao plano 10 x — 2y + 4z — 1 = 0 
e que contém um diâmetro da superfície esférica x 2 + y 2 +• z 2 + 2 x — 6 y + z — 1 1 = 0 . 

9. Calcule a distância do ponto P =(1, — 1, 3) à superfície esférica 

S : x 2 + y 2 + z 2 — 6 x + 4y — 10z — 62 = 0 
(isto é, a distância mínima de P aos pontos de S). 

10. Mostre que, se k < 0, a equação 

x 2 + y 2 + z 2 + ax + by + cz + k = 0 
representa uma superfície esférica, quaisquer que sejam a, b, c reais. 


1 1. Mostre que para todo 0 £ R e para todo ÍSR, o ponto de coordenadas x = a sen 0 cos d, 
y = a sen 0 sen 9, z = a cos 0 pertence à superfície esférica de centro na origem e raio 
a > 0. Faça uma figura e descubra o que são 0 e 6. Você já ouviu falar em coordenadas 
esféricas? 

1 2. Seja p (x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 + ax + by + cz + d. Sejam A, = (x,, y ; , Zj), i = 1 , 2, 3, 4. 
Prove que são equivalentes as afirmações: 

(a) Ai .A 2 .A 3 .A 4 não são coplanares. 

(b) O sistema p(x r y,, Zj) = 0, i = 1,2, 3, 4, nas incógnitas a, b, c, d, tem solução 
única. 


(c) Existe uma única superfície esférica que passa por Aj , A 2 . A 3 , A 4 . 
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13. Mostre que os lugares geométricos descritos abaixo são superfícies esféricas e determine 
seus centros e seus raios: 

a) l.g. dos pontos cuja distância à origem é o dobro de sua distância a A = (10, 0, 0). 

b) l.g. dos pontos cujas distâncias a B = (-2, 2, -2) e D =(3, -3, 3) estão na razão 2: 3. 

c) l.g. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distâncias aos eixos coordenados 
é 30. 

d) l.g. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distâncias aos planos 
7T, : x — y + 4 = 0, rr 2 : x + y — 2 = 0 e 7 t 3 :z+ 1=0 é20. 

e) l.g. dos pontos X tais que PX 1 QX. Dados:P = (1, 1, 0) e Q = (0, 1, 0). 

14. Mostre que se Pj = (xi.y^Zj) e P 2 = (x 2 ,y 2 ,z 2 ), então a equação 

(x — x,)(x — x 2 ) + (y — y,)(y — y 2 )+(z — Zi)(z — z 2 ) = 0 

representa a superfície esférica que tem P[P 2 como diâmetro. 

\ 

15. Localize os pontos A = (2, —1,3) e B = (3, —1, 0) em relação à superfície esférica 
S : x 2 + y 2 + z 2 — 6x + 2y — 2z + 7 =0. 

16. Dê uma equação da superfície esférica de centro (2, 3, -1), que determina sobre a reta 

5x — 4y + 3z + 20 = 0 
3x-4y+ z-8 = 0 
uma corda de comprimento 16. 

17. Determine o diâmetro da superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 + 2x - 2y = 0 que é perpendi- 
cular ao plano x - y - 2 = 0. 
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1.2 Plano tangente 

Seja S uma superfície esférica de centro C e 
raio r. Se tt é um plano tangente a S no ponto 
T S S (ponto de tangência), então ir n S se reduz 
a um único ponto, precisamente o ponto T. Além 
disso, o segmento CT é perpendicular a tt, e por 
isso mesmo, d(C, tr) = r. Cada um desses três fatos, 


tr O S = { T } 

(7) 

Ctl tr, Te S 

(8) 

d (C, tr) = r 

(9) 

caracteriza a tangência de tr e S. 




EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Ache uma equação geral do plano tt, tangente à superfície esférica 
S : x 2 + y 2 + z 2 — 2x — 1 = 0 pelo ponto T = (1, -1, 1). 


Resolução 

Observe iniclialmente que T£ S, sendo portanto o ponto de tangência. Sabemos que 
C = (1, 0, 0) é o centro de S. Logo, por (8), temos que CT =(0. -1, 1) é um vetor 
normal a tt. Daí, jr: — y+z+d = 0. 

Como T E tt, temos —(—1) + 1 + d = 0 donde d = — 2. Assim tt: -y + z — 2 = 0. 
2. Escreva uma equação geral do plano tr, que contém a reta 


( x + y + z = 0 


2x — 6y + 3z — 49 = 0 


e é tangente à superfície esférica S de centro na origem e raio 7. 
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ir : (a + 2/?)x + (a — 6/?)y + (a + 3/?)z — 49/? = 0 

Então, impondo que d(C,rr) = r, onde C = (0, 0, 0) e r = 7, obtemos 


I - 49/? I 

V(a+ 2/?) 2 + (a- 6/?) 2 + (a+3 /?) 2 " 

Quadrando e simplificando, vem 3a 2 — 2a/? = 0, donde a (3a - 20) = 0, e portanto 
2 

ct = 0 ou a = — /? , 

Substituindo em (7) obtemos duas solu, ões: : 

ir : 2x — 6y + 3z — 49 = 0 e rr : 8x — 16y + llz — 147 = 0 
3. Obtenha equações gerais dos planos tangentes à superfície esférica 

S : x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 2y — 1 = 0 
que são paralelos ao plano n, :x-y- 2 z -2 = 0 . 


Resolução 

Chamemos n ao plano procurado. Então, 


7T//7T1 


7T : x — y - 2z + d = 0. 
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Sendo C = (-1,-1,0) o centro de S e r = y/T o seu raio, obtemos de (9): 

1-1 + 1-2. 0 + d| ^ 

Tf =VT 

ou I d | = VTS, donde d = ± V"l8. 

As respostas são, pois 

x — y — 2z + \/T8 = 0 e x — y - 2z — \/T8 = 0. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1 . Ache uma equação geral do plano tangente a S no ponto T, nos casos: 

a) T = (- -j, ~ , — y) S : x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 1 = 0 

b) T = (0, \Í95, 0) S : x 2 + y 2 + z 2 — 2x — 4z — 95 = 0 

2. Ache os planos tangentes à superfície esférica (x - l) 2 + (y - 2) 2 + z 2 = 1 que são 
paralelos ao plano 2x + y — z = 0. 

3. Ache os planos tangentes à superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 = 1 que contêm a reta 
í x + y + z = 0 

( x-y-z-2 = 0 

4. Uma corda PQ da superfície esférica S: x 2 + y 2 + z 2 — 4x + 2y — 8z + 10 = 0 está contida 

x = 2z - 1 

na reta • Determine os planos tangente em P e Q. 

y = 1 - z 

5. Prove que se uma superfície esférica de centro C = (a, b, c) é tangente aos três planos 
coordenados, então |a| = |b| = |c|. 

ó. Mostre que o plano tangente a S : x 2 + y 2 + z 2 = r 2 no ponto Pi = (x ( , yi , Zi) £ S 
temequação x,x+y!y + ZiZ = r 2 . 
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7. Dê equações gerais dos planos tangentes à superfície esférica (x- l) 2 + y 2 + z 2 = 6, per- 
pendiculares à reta - X ^ - = y = z — 1 . 

8. Obtenha equações gerais dos planos que contêm a reta t e são tangentes à superfície esférica 
S nos casos: 

a) t : x + 6 = y+ 3 = z + 1 

S : x 2 + y 2 + z 2 - 4x + 2y - 4z + 4 = 0 

b) t : X = (4,1,1) + X(4, 3, 1) 

S : x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 6y + 2z + 8 = 0 
Interprete os resultados. 

9. Ache uma equação da superfície esférica de centro C = (3, 2, —2), tangente ao plano 
x + 3y — 2z + 1 = 0. 

10. Dê uma equação da superfície esférica tangente aos três planos coordenados, situada no 
19 octante, com centro no plano 3x + 2y - z - 8 = 0. 

11. Dê uma equação da superfície esférica tangente aos planos 

JTj :x = 2z + 8 e ^ 7r 2 : 2x - z + 5 = 0) 

cujo centro pertence à reta x + 2 = y = 0. 

12. Dê uma equação da superfície esférica inscrita no tetraedro determinado pelos planos: 

7T i : 5x — 2y + 14z +11=0, ít 2 : 1 lx — 2y + 10z +14=0 

7r 3 : x + 2y + 2z + 7 = 0 7r 4 : x - 2y + 2z + 7 = 0 

13. Dê uma equação da superfície esférica circunscrita ao tetraedro do exercício anterior. 

14. Dê uma equação da superfície esférica que passa pelo ponto A = (—1, 6, —3) e tangencia 
o plano 4x + 4y + 7z - 96 = 0 no ponto T = (7, 3, 8). 
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15. Dé uma equação da superfície esférica tangente aos planos x = 0 e 3x + y + z- 2= 0, 
sendo T = (0, 2, —1) um dos pontos de tangência. 

1 r liem. sendo os planos 6x — 3y — 2z — 35 = 0 e 6x — 3y — 2z + 63 = 0 e T = (5, — 1, — 1). 

Calcule o raio de uma superfície esférica tangente aos três planos coordenados, que passa 
pelo ponto (1, —1, 2). 

1 8. Calcule a para que o plano x + y + z = a seja tangente a x 2 + y 2 + z 2 = 1 2, e determine 
o ponto de tangência. 

19. Dê uma condição sobre a, b, c, d para que o plano ax + by + cz + d= 0 seja tangente 
à superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

20. Calcule o máximo e o mínimo valores atingidos pela expressão x — 2y + z sobre a super- 
fície x 2 + y 2 + z 2 = 6. 

21. Dê uma equação da superfície esférica de centro (6, 3, -4), tangente ao eixo Ox. (uma 
reta t, tangente a uma superfície esférica S, satisfaz condições análogas a (7), (8), e (9), 
com t em lugar de 7r). 

22. Obtenha a equação reduzida da superfície esférica Sj concêntrica com S e tangente à 
retat. Dados: 

x - y + z = 0 

t : e Sj : x 2 + y 2 + z 2 ' — 6y — 8z + 16 = 0. 

2x — y — z = 3 

23. Obtenha a equação geral da superfície esférica com centro na reta PQ, que tangência os 
eixos Oxe Oy, sendo que as três coordenadas do centro são negativas. Dados: P = (1, 3, — 1) 
e Q = (-1,0, -2). 

24. Obtenha equações gerais dos planos que passam pelos pontos P = (1, 1, —1) e Q = (1, 2, 1) 
e tangenciam a superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 - 4x — 2y - 4z + 8 = 0. 


1 .3 Plano secante. Equações de uma circunferência 

Seja S uma superfície esférica de centro C e raio r. Um plano 7 r é secante a S se e 
«mente se d (C, n) < r. Nesse caso, a interseção S D 7r é uma circunferências contida no plano 
". que pode ser dada pelo sistema de equações 
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Para se determinar o centro P e o raio p da circunferência £, basta observar que P é a 
projeção ortogonal de C sobre tt e que (veja na figura o triângulo retângulo CP A) 

r 2 = p 2 + d(C, jt ) 2 ou r 2 = p 2 + d(P, C) 2 

Observação 

Dada uma circunferência 6, contida em um 
plano 7T, existe uma infinidade de superfícies esféricas 
que interceptam tt em £ . A “menor" delas (isto é, 
a de menor raio) tem o mesmo centro e o mesmo raio 
que £, sendo £ seu equador. 



EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1 . Ache o centro P e o raio p da circunferência 
x 2 + y 2 + z 2 + 3x - y = 0 

£: ' 

2x-y-2z-l = 0 
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Resolução 

Adiamos inicialmente o centro Ceo raio r da superfície esférica 
S : x 2 + y 2 + z 2 + 3x - y = 0, obtendo C = ( — 0) e r = 

Como vimos, P é a projeção ortogonal de C sobre o plano tt : 2x — y — 2z — 1 = 0 
• reta por C, perpendicular a tt : 




• interseção de s com ir : 

2 ( - -| + 2X) - (y - X) - 2(- 2X) - 1 = 0 => X = y 


logo, P = (- y , 0, -1). 

Quanto a p : sendo p 2 + d (P, C) 2 = r 2 , temos 


= 4_ (1 + ± +1)= iâ_. 

4 4 4 


2 ’ 


2. Obtenha equações da circunferência £, de centro P - (1, 1, — 2) e que passa pelos 
pontos Q = (2,3,0) e R = (— 1,— 1, — 1). 

Resolução 

Devemos obter equações de ir e de S. 7T é certamente o plano que passa por P, Q e R; 
sendo PQ = (1,2,2) e PR =(— 2,— 2, 1), temos 
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x - 1 y — 1 z + 2 
7 r : 1 2 2=0 

-2 -2 1 
donde n : 6x - 5y + 2z + 3 = 0. 

Quanto a S, escolhamos aquela que tem mesmo centro e mesmo raio que d (veja a 
observação anterior): r= d (P, Q) = 8, C= P = (1,1,— 2). Logo, 

S : (x — l) 2 + (y — l) 2 + (z + 2) 2 = 9 

ou seja, 

S : x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2y + 4z - 3 = 0 
e finalmente 

x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2y + 4z - 3 = 0 

£ : ' 

6x 5y + 2z + 3 = 0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1 . Ache o centro e o raio da circunferência interseção do plano 2x — 2y — z + 9 = 0 com 

a superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 - 6x + 4y - 2z - 86 = 0 (/ 

C ' 

2. Obtenha equações da circunferência que tem diâmetro AB e passa por C, sendo dados 
A = (3.-2. 5), B = (- 1 , 6 —3), C = (l -4.1). 


3. “ Obtenha equações da circunferência que passa pelos pontos A= (3, — 1,-2), B = ( 1 . 1 . —2) 
e C = (-1,3,0). 
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4. 0 plano 3x + 2y + 6z = 6 intercepta os eixos coordenados nos pontos A, B, e C. Obtenha 

equações da circunferência circunscrita ao triângulo ABC. 

5 Dados A = (3, —1, —2) e B = (1, 1, —2), obtenha equações do lugar geométrico dos 
pontos X tais que o triângulo ABX seja equilátero. Interprete geometricamente. 

o. Obtenha equações da circunferência de centro (1, —1, —2), que determina sobre a reta 

2x — y + 2z - 12 = 0 

uma corda de comprimento 8. 

4x— 7y-z+6=0 


7. Dê equações gerais dos planos paralelos ao plano x - 2y - z = 0, que interceptam a super- 
fície esférica S : x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 2y — 2z = 0, segundo circunferências de raio 

V5/2 


8. Um hexágono regular inscrito na circunferência 

x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 2y + 2z — 3 = 0 
, x + y + z = 1 

tem um vértice na reta X = (-1, 1, 1/3)+ Â(2, -1, 1). Determine seus seis vértices. 

9. Verifique se as superfícies esféricas 

51 : x 2 + y 2 + z 2 — 2x - 2y - 2z + 2 = 0 

5 2 : x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 2y + 2z - 4 = 0 

são secantes. Em caso afirmativo, ache o centro e o raio da circunferência S, O S 2 (observe 
que subtraindo as equações de S! e S 2 obtém-se uma equação do plano que contém 
S] n S 2 ; por quê?). 

10. Ache X real tal que as superfícies esféricas Sj e S 2 sejam tangentes: 

S, : (x — l) 2 + (y — 3) 2 + z 2 = 1, 


S 2 : x 2 + y 2 + z 2 - 2Xx + 4Xy + 4Xz = 0. 
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11. Sejam S 2 : x 2 + y 2 + z 2 = 9 e S 2 : x 2 + y 2 + z 2 - 6x - 12y + 12z + 72 = 0. Dê as 
equações reduzidas das superfícies esféricas tangentes a S, e a S 2 , com centro colinear 
com os centros de Sj e S 2 . 

12. Dê uma equação da superfície esférica tangente ao plano z= 0 no pomo (1,— 2,0), que 
tangencia externamente a superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 — 6x - 8y - 2z + 1 = 0. 

13. Obtenha as equações gerais das superfícies esféricas com centro (1, 0, 1) que tangenciam 
interiormente a superfície esférica S: x 2 + y 2 + z 2 - 2x + y - 10 = 0. 


§2 Generalidades sobre curvas e superfícies 

Nesta seção vamos falar levemente sobre curvas e superfícies. É importante ressaltar que • 
o enfoque vai ser essencialmente intuitivo e não-rigoroso, uma vez que o habitat natural para 
esses conceitos é o da Geometria Diferencial, cujos recursos não estão à nossa disposição no 
momento. 

A idéia de superfície é a de algo bidimensional que se pode imaginar, por exemplo, tomando 
um pedaço de uma placa de borracha bem fina, e deformando esse pedaço sem rompê-lo, 
mantendo a bidimensionalidade. Por exemplo, um plano é uma superfície. Observe uma sua 
equação : 


ax + by + cz + d = 0 (a 2 + b 2 + c 2 # 0) 

Uma superfície esférica é uma superfície; sua equação tem a forma 
x 2 + y 2 + z 2 + ax + by + cz + d = 0. 

As duas equações anteriores são casos particulares de 

f(x, y, z) = 0 (10) 


Vamos definir uma superfície S como sendo um subconjunto de E 3 tal que (fixado 
um sistema de coordenadas) P = (x, y, z) pertence a ela se e somente se suas coordenadas 
satisfazem uma equação da forma (10), que será uma equação de S. É claro que a definição 
é defeituosa, pois vimos que uma equação como (10) pode representar um ponto, ou o vazio 
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Por outro lado, uma curva é algo unidimensional, como a trajetória de um movimento 
de um ponto, e pode ser concebida como a interseção de duas superfícies: 



Por exemplo, uma circunferência no espaço pode ser dada como interseção de uma super- 
fície esférica com um plano : 
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Mesmo uma reta (que é uma curva!), como sabemos, 
pode ser dada como interseção de dois pianos 



x — 2y + z = 0 
2x - y + 1 = 0 


-Observação 



Existem outras maneiras de representar curvas e superfícies (sob forma paramétrica, por 
exemplo) as quais não vamos considerar aqui. 


§3 Superfície cilíndrica 

Um subconjunto S de E 3 se diz uma superfície 
cilindriça se existir uma curva C e uma reta A tais 
que S é a reunião das retas paralelas a A e que 
passam por algum ponto de C. C é chamada diretriz 
de S e as retas citadas, paralelas a A , são chamadas 
geratrizes de S. Fixado um sistema de coordenadas, 
vamos supor: 




C dada por 


f (x, y, z) = 0 
g (x, y, z) = 0 



( 12 ) 


• v = (m, n, p) ¥= 0 um vetor diretor de A. 

Então, P G S se e somente existem Q G C e X G R tais que 


PQ = Xv 
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Escrevendo 

Q = (x, y , z) 

P = (X.Y.Z) 

i re_ição anterior fica 

(x-X, y -Y, z-Z) = X(m, n,p) c | 

e daí 

x = X + Xm 

' y = Y + Xn (13) 

z = Z + Xp 

Ora, como Q 6 C se e somente se x, y, z verificam (12), obtemos, substituindo (13) 
em (12): 

f (X + Xm, Y + Xn, Z + Xp = 0 

(14) 

g (X + Xm, Y + Xn, Z + Xp = 0. 

Se pudermos eliminar X dessas duas equações, chegaremos a uma relação do tipo 

F(X, Y, Z) = 0 (15) 

iii. se for equivalente a (14)* 1 , definirá a superfície cilíndrica como uma superfície, que terá 
1 15 1 por equação. 


P= (X,Y,Z) 


Q- (x,y,z) 


’! 


(*) Quer dizer, X, Y, Z satisfazem ( 15) 


existem X, m, n, p tais que (14) se verifica. 
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EXERCÍCIOS resolvidos 


Ache uma equação da superfície cilíndrica de diretriz 
x 2 + y 2 + z 2 =4 
z = 0 


C : 


x = X 

cujas geratrizes são paralelas à reta A : y = \ + 1 

z = 2X 


Resolução 


Temos, usando a notaçao vista, v = (m, n, p) = (1, 1, 2) 
x = X+ X 
y = Y + X 
z = Z + 2X 


As relações (13) ficam 


Devemos substituir nas equações de C, as quais são equivalentes a 
x 2 + y 2 = 4 
z = 0 


C : 


logo, 


(X + X) 2 + (Y + X) 2 - 4 


Z + 2X = 0 


Da 2? equaçao vem X = — — , que levado na 14 equaçao fornece 


(X -4) 2 + (Y - A) 2 = 4 , 


que é a equação procurada. 
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Observação 

Siwenmos a você que faça uma figura representando a superfície. 

Ache uma equação da superfície cilíndrica de geratrizes paralelas ao vetor sT = (2, —1, 1) 
e circunscrita à superfície esférica x 2 + y 2 + z 2 = 1 . 

Resolução 

Pode-se obter uma diretriz achando a interseção da superfície esférica com um plano ir 
pelo centro da mesma e perpendicular a v. Em 
seguida procede-se como no exercício anterior. 

Vamos optar, no entanto, por uma segunda reso- 
lução. Seja Q = (x, y, z). Escrevamos a equação 

— ^ 

de uma reta qualquer paralela a v, passando por 
P= (X, Y, Z): 

x = X + 2X 

y = Y-X 

z = Z + X 

Vamos agora obrigar Q a pertencer à superfície esférica. Substituindo x, y, z dados 
acima na equação desta superfície, virá 

(X + 2X) 2 + (Y - X) 2 + (Z + X) 2 = 1 

ou seja, 

6X 2 + 2X (2X — Y + Z) + X 2 + Y 2 + Z 2 - 1 =0 


Para cada ponto P = (X, Y, Z) esta equação em X terá nenhuma, uma única, ou duas 
raízes reais. Terá uma única se e somente se P está na superfície cilíndrica procurada, logo 
se e somente se seu discriminante for nulo: 




[2(2X — Y + Z)] 2 -4.6. [X 2 + Y 2 +Z 2 - 1] = 0 
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isto é 


(2X - Y + Z) 2 - 6 (X 2 + Y 2 + Z 2 - 1) = 0, 
que é a equação procurada. 

Observação 

A figura abaixo ilustra o que foi feito: 



No caso (a), não existe X que “estique” v de modo que P + Xv fure a superfície 
esférica. No caso (b) existem dois valores. No caso (c) existe um único! 

3. Verifique que uma relação do tipo F(X, Y) = 0 é equação de uma superfície cilíndrica 
S de diretriz 


C : 


F(x,y) = 0 
z = 0 


e geratrizes paralelas a Oz. Represente no plano Oxy os pontos (x, y, o) tais que F (x, y) = 
0 e trace as retas que passam por eles e são paralelas a Oz. A superfície S é a reunião dessas 
retas. 


Resolução 

Se você seguir o método exposto no Exercício 1, com v=(0,0, 1), obterá F (X. Y) = 0 
para equação da superfície cilíndrica. Faça como exercício. Preferimos aqui argumentar de uma 
outra maneira, mais intuitiva. 
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Z 


y 


z = 0 


Suponha P = (X, Y, Z) sobre a superfície 
cilíndrica S tendo C por diretriz e de geratrizes 
paralelas a Oz. Então, por construção, a projeção 
Q = (X, Y, 0) de P sobre O^y na direção de Oz, 

F(X, Y) = 0 

cai sobre C, logo satisfaz - ■ 

Z = 0 

e daí F(X, Y) = 0. Reciprocamente, se P = (X, Y, Z) é tal que F(X, Y) = 0, isso indica 
que P se projeta (paralelamente a Oz) no plano Oxy num ponto de C, logo, por construção 
de S,P6 S. 

Por exemplo, X 1 + Y 2 = 1 é a equação de uma superfície cilíndrica, mostrada na figura 
abaixo: 


z 





X 
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EXERCÍCIOS propostos 


1. Ache uma equaçao da superfície cilíndrica de diretriz 


C: 


x 2 + y 2 = z 


x - y + z = 0 


cujas geratrizes são paralelas à reta A : 


\ = 1 + \ 


2. Idem para C: ■! 


3. Idem para C: s 


4. Idem para C: 


5. Idem para C: 


x 2 xy + 1 = 0 


x = 2z 


A: ■ 


z = 0 


y = z + 3 

xy = z 

x + y-z = 0 

A : x = y = z 

x + y + xy = 0 

O 

II 

N 

A : x 

II 

'C 

II 

N 

f(x,y) = 0 

A : . 

x = mz 

z = 0 


y = nz 


(m, n£ R) 


6. Ache uma equação da superfície cilíndrica de geratrizes paralelas a v = (3, -2, 1) e cir- 
cunscrita à superfície esférica de centro (1 , -2, 2) e raio x/T. 


§4 Superfície cônica 


Um subconjunto S de F: 1 se diz uma superfície cônica se existir uma curva C e um ponto 
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V í C tais que S é a reunião das retas VQ, onde Q 
percorre C. C se chama diretriz de S, V vértice 
de S, cada reta VQ uma geratriz de S. Fixado um 
sistema de coordenadas, suponhamos C dada por 



( f (x, y, z) = 0 


• 

C: 1 

(16) 


\ g(x, y,z) = 0 


• 

V = (a, b, c) 

(17) 


Então P = (X, Y, Z) está em S se e somente se existe Q = (x, y, z) pertencente a C e X £ R 
tais que 



ou seja 


de onde resulta 


VQ =XVP r) 
Q = V + XVP 


x = a + X (X — a) 

- y = b + X (Y - b) 
. z = c + X (Z - c) 


(18) 


Como Q£ C se e somente se x, y, z verificam (16), vem, levando (18) a (16): 
f (a + X (X - a), b + X (Y - b), c + X (Z - c)) = 0 

(19) 

g (a + X (X - a), è + X (Y - b), c + X (Z - c)) = 0 
Se pudermos eliminar X, obteremos üma relação entre X, Y, Z: 

F (X, Y, Z) = 0 (20) 

que, se for equivalente a ( 19), define S como uma superfície, sendo (20) uma sua equação. (*) 


(*) Escrevendo assim, excluímos V, isto é, P # V. Deveríamos dizer: P V está em S se e somente 
se etc... 



exercício resolvido 


Ache uma equaçao da superfície cônica de vértice V = (1,-1. 
circunferência 


C : 


x 2 + y 2 = 1 


z = 0 


Resolução 


As relações ( 1 8) ficam 


x = 1 + X (X — 1) 

- y = -1 + X (Y + 1) 

, z = 3 + X (Z - 3) 

Substituindo nas equações que definem C, vem 

[1 + X (X — l)] 2 + [-1 +X(Y+ l)] 2 = 1 
3 + X (Z - 3) = 0 

Da 2? equação resulta 


X = - 


Z - 3 


(Z* 3) 


Levando na 1 P equação : 


+ M -7T7 (y + 1)]2 


ou seja, 
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3» que tem por diretriz a 


1 


(Z - 3X) 2 + (Z + 3Y) 2 - (Z - 3) 2 = 0 
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Observação 

Esta equação foi achada excluindo-se o vértice (Z ^ 3), mas é fácil ver que V = (1, —1, 3) 
a satisfaz. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1 . Ache uma equação da superfície cônica de vértice (0, 0, 0) cuja diretriz é a parábola 

x 2 - 2z + 1 = 0 
p: ' 

y — z + 1 =0 

2. ldem para V = (0, 0, 1), a diretriz sendo a circunferência 

x 2 + y 2 - x = 0 

C:' 

. z = 0 

3. Idem para V= (0,0,0), a diretriz sendo a hipérbole 

xz = 1 
h: - 

. y = 1 

4. Ache uma equação da superfície cônica tendo a origem como vértice, e circunscrita à 
superfície esférica 

x 2 + y 2 + z 2 - 3x - y + 2 = 0 

Sagestío Use o truque de A = 0, utilizado no Exercício Resolvido 2 do §3. 

5. Adie uma equação da superfície cônica circular reta de vértice V = (1, 1, 1), sabendo 
que as geratrizes formam ângulo medindo 60° com o eixo, que é a reta 

x = 1 + X 

r : a y = 1 + 2X 


z= 1 - X 
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Sugestão Uma resolução elegante é escrever 

PGS <=> | VP • "v I = II VP B II v i cos 60° 
onde v # 0 é um vetor diretor de r. Procure resolver também “pelas vias normais”. 


§5 Superfície de rotação 

Um subconjunto S de E 3 é uma superfície de rotação se existem uma reta r e uma curva C 
tais que S é a reunião das circunferências centradas em r, 
cujos planos são normais a r, e que passam por algum 
ponto de C. Em outras palavras, S é obtida pela rotação 
de C em tomo de r. 

• r se diz eixo de rotação de S. 

• Cada uma das circunferências acima referidas se 
diz um paralelo de S. 

• A interseção de S com um semiplano de origem r 
se diz um meridiano de S. 



Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, suponhamos C dada por 


C : i 


f(x, y,z)= 0 


g(x,y,z) = 0 


Sejam v = (m, n, p) ¥= 0 um vetor diretor de r, 



que passa por P = (X, Y, Z). 
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Ora, um paralelo pode ser dado como interseção de um plano n 1 r com uma superfície 
esférica de centro em P 0 (veja a figura). Então, P = (X, Y, Z) G S se e somente se existem 
X,íi..v>. z€ R, n > 0, tais que: 


j mx + ny + pz = X 


{ (x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 = /i 2 


( 21 ) 


f(x, y, z) = 0 
g(x, y, z)= 0 


( 22 ) 


C mX + nY + pZ = X 


(X — x 0 ) 2 + (Y — y 0 ) 2 + (Z — z 0 ) 2 = /r 2 


(23) 


Vamos supor que de (21) e (22) se possam eliminar x, y, z, obtendo-se uma equação 
equivalente 


0 (X, Ai) = 0 


(24) 


De (23) e (24) resulta 


<t> (mX + nY + pZ, V(X - x 0 ) 2 + (Y - y 0 ) 2 + (Z - z 0 ) 2 ) = 0 (25) 


Então 


P = (X, Y, Z) pertence a S *=> (25) se verifica. 
Logo I 25) é uma equação de S. 


Observação 

Se X e (i> 0 forem quaisquer, (21) nos dará todas as circunferências do espaço centradas 
em r e jazendo em planos ortogonais a r. A relação (24) restringe X e jr de modo a que tenha- 
mos somente aquelas que passam por algum ponto de C. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1 . Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela curva 

x 2 + y 2 = 1 
x + z = 0 


C: 1 


em torno da reta 


x = a 


y = a 


z .= a 


Resolução 

Escolhamos P 0 = (0, 0 , 0 ) de r, e v = ( 1 , 1 , 1 ), vetor diretor de r. Então ( 21 ) e ( 22 ) 
ficam 


x + y + z = X 

(a) 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 

00 


’ x 2 + y 2 = 1 

- 

x + z = 0 

0 sistema é equivalente a (relacionando (/?) com (7) e (a) com (6)) ; 

y= x 

z 2 = M 2 - 1 

< 

x 2 + y 2 = 1 


( 7 ) 

(S) 


(«') 

</) 

(7') 

(8') 


x + z = 0 
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Relacionando (a ) com ( 7 ') vemos que este sistema é equivalente a 



A equação procurada será obtida substituindo nessa relação X e n da^ios por 
’ X + Y + Z = X 
X 2 + Y 2 + Z 2 = M 2 

Resulta 

X 2 +Y 2 + Z 2 + (X + Y + Z ) 2 - 2= 0 
Ache uma equação da superfície gerada pela rotação da curva 
f(x, z) = 0 

C: ' em torno do eixo Oz. 

. y = 0 


Resolução 

Tomemos P 0 =(0,0.0). v =(0,0,1). Então (21 ) e ( 22) ficam 
2 = X 

, x 2 + y 2 + z 2 = n 2 

í( X. z) = 0 

. y = 0 
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de onde resulta f(±y/fi 2 — A 2 , A) = 0. A equação (23) se escreve 
Z =A 

■* 

X 2 + Y 2 + Z 2 = n 2 


, 


logo, substituindo na relação anterior, vem que 

f(±Vx 2 + Y J ,Z) = 0 


Observação 


Temos assim a seguinte regra: 


sendo C dada por 


f(x,z) = 0 

para obter uma equação da superfície gerada pela rota- 

y = 0 


ç3o de C em torno de Oz, substitua x por ± y/ X 2 + Y 2 e z por Z em f (x, z) = 0. Por 
exemplo, se 



Enuncie o resultado análogo para rotação, em torno dos eixos OxeOy, de curvas 
contidas nos outros dois planos coordenados. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela rotação da curva C em torno 
ia reta r, sendo 


C: 


x — 1 = y 
z = 0 


r : x = y = z 


2. Idem, C sendo a reta x - y = z = 0. 


3 Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela rotação, em torno do eixo Oz, da 
curva C, sendo esta dada por 


a) 


c) 


3z 2 + 3x= 1 I 

r x 2 + z : 

b) 

1 

i 

O 

II 

>> 

*< 

n 

o 

(x - D 2 +(z-2) 2 = 

■« 

i 

y = 0 



1 


4. Idem, girando em torno do eixo Ox. 

5 Obtenha uma equação da superfície gerada pela parábola 

z= y 2 - 1 
l x = 0 


C: i 


quando gira em tomo de Oy. 


6. Idem para 


/' + y 


C 


em torno de Oy e Oz. 


x = 0 
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7. Obtenha uma equação da superfície gerada pela rotação, em tomo de Oz, da curva 

x = a 

y = a 1 (a G R) 


8. Obtenha uma equação da superfície definida como reunião das retas que se apoiam no 
eixo Ox e na circunferência 

| x 2 + y 2 = 1 



mantendo-se paralelas ao plano Oyz (esta não é uma superfície cilíndrica, nem cônica, e 
tampouco de rotação; no entanto você pode adaptar as técnicas que aprendeu nesses casos 
para resolver o exercício). 



§6 Quádricas (forma reduzida) 

Chama-se quádrica ao conjunto dos pontos P = (x, y, z) 6 E 3 tais que 

ax 2 + by 2 + cz 2 + dxy + exz + fyz + gx + hy + iz + j = 0 onde a. b, ..., j, são 
números reais, a, b, c, d, e, f não simultaneamente nulos. 

Não faremos o estudo das quádricas em geral, iímitando-nos a casos especiais da 
equação acima. 


(A) Elipsóide 

Um subconjunto S de E 3 é um elipsóide se existe um sistema ortogonal de coordenadas 
e números a, b, c, positivos, tais que 





S = { P = (x, y, z) | 


+ 


+ 
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É pois uma superfície, tendo 



( 26 ) 


xi equação. 

Valem as propriedades: 

1. Sé um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, aos eixos coordenados, 
e à origem (do sistema referido). Basta observar que o 19 membro de (26) não se altera se subs- 
tuirmos x por -x, y por -y, ou z por -z. 


2. A interseção de S com um plano z = k é dada por 



1 


z = k 


ou seja 



( z = k 



logo é não vazia se e somente se I — — j > 0, isto é, - c < k < c. Se k = ± c, a inter- 
seção se reduz a um ponto, que é ( 0 , 0 , c) se k = c e ( 0 , 0 , -c) se k = -c. Se -c < k < c, 
3 interseção é a elipse 


= 1 


a 2 ( 1 “T") b 2 (l— ^-) 


z = k 


cujos sfim-cAos decrescem se | k | cresce. Em particular, se z = 0 (plano Oxy) a elipse é dada 
por 


A— +-jUr- = 1 
a‘ b* 


z = 0 
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Fazendo interseções com os planos y = 0, e x = 0, chega-se a conclusões semelhantes. 
Estas considerações nos permitem esboçar um desenho de S. 


z 



X 


(B) Hiperbolóide de uma folha 

Um subconjunto S de E 3 é um hiperbolóide de uma folha se existe um sistema 
ortogonal de coordenadas e números a, b, c, positivos, tais que 

S = { P = (x, y, z) I -pr +- ^r -~2“® !}• 

É pois uma superfície, de equação 



Valem as propriedades 

1. Sé um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, aos eixos coordenados, e à 
origem. Basta observar que o 19 membro de (27) não se altera se substituirmos x por — x, 
y por — y ou z por — z. 
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2. A interseção de S com um plano z = k é dada por 


— + K 

a 2 + b* 


z = k 


ou seja 


js? +jd 

a 2 b 2 


z = k 


, k2 
1 + — Y 

C 


Logo, é uma elipse no plano z = k, 


a 2 (l + ^T) b 2 (l + |r) 


cujos semi-eixos crescem se |k | cresce. Em particular, se z = 0 (plano Oxy), a elipse 
é dada por 


X 2 v 2 

7 ' 1 


z = 0 


3. A interseção de S com um plano y = k é dada por 


jç! y 2 

a 2 "b 7 


y = k 


ou seja 


y = k 


Então, 


54 b I < 1, isto é, — b < k < b, a interseção é uma hipérbole contida no plano 
> = k. com segmento focal paralelo a Ox. 


se — > I. isto é. k > b ou k < b. a interseção é uma hipérbole contida no 

plano > = k. com segmento focal paralelo a Oz. 


se |-^-| = 1. isto é. \c k = ± b. a interseção é um par de retas concorrentes, cujas 
equações são 
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cx + a 2 = 0 

y = b 


quando k = b, e 



cx + az = 0 
y=-b 


quando k = -b. 
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Observação 

As equações 



(27a) 


e 



representam também hiperbolóides de uma folha. Para ver isso, basta fazer (por exemplo) 
a rotação x = X, y = Z, z = — Y no caso da equação (27a) e a rotação x = Z, y = Y, 
z = -X no caso da equação (27b). As figuras seguintes esclarecem bem: 
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(C) Hiperbolóide de duas folhas 

Um subconjunto S de E 3 é um hiperbolóide de duas folhas se existe um sistema ortogonal 
de coordenadas e números a, b, c, positivos tais que 



Valem as propriedades: 

1. S é um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, eixos coordenados, e 
em relação à origem (por quê?) 

2. A interseção de S com um plano z = k é dada por 



logo é uma hipérbole no plano z = k, com segmento focal paralelo a Oy. 



Considerações análogas se podem fazer considerando planos dados por x = k. 

3. A interseção de S com um plano y = k é dada por 
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e é não vazia se e somente se | g- 1 > 1 , isto é, se e somente se k > b ou k < -b. Então 

• se k =±b, a interseção se reduz ao ponto (0, k, 0); 

• sek>bouk<-b,a interseção é a elipse de equações 



cujos semi-eixos crescem quando | k | cresce. 


As considerações feitas nos permitem esboçar um desenho de S. 



x 


Observação 

As equações 



(28a) 


(28b) 
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também representam hipeibolóides de duas folhas. Para ver isso, basta fazer, no caso de (28a), a 
rotação x=Y, y=Z, z = X (por exemplo), e no caso de (28b), a rotação x = Z, y = X, 
z= Y (por exemplo). Veja as figuras seguintes. 



(D) Parabolóide elíptico 

Um subconjunto S de E 3 é um parabolóide elíptico se existe um sistema ortogonal de 
coordenadas e números a, b, positivos, tais que 

S = { P = (x, y, z) | z = -p + } 

É uma superfície de equação 
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Deixamos para você verificar que S é simétrico em relação aos planos Oxz e Oyz, e que as 
interseções de S com planos z =k são ou vazias ou constituídas de apenas um ponto, ou elipses. 
E com os pianos x = k e y = k são parábolas. 



Verifique também que as equações 



representam parabolóides elípticos e esboçe seus desenhos. 

(E) Parabolóide hiperbólico 

Um subconjunto S de E 3 é um parabolóide hiperbólico se existe um sistema ortogonal 
de coordenadas e números a, b, positivos, tais que 

S = {P = (x, y, z) I Z = - -^5- + } 

£ uma superfície de equação 

( 30 ) 
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Valem as propriedades: 


1. S é simétrico em relação aos planos Oxz e Oyz iporc-é 


; interseção de S com um plano z = k é 


k = 






[ z = k ' 


Então, 


• se k = 0, a interseção é um par de retas concorrentes na origem, de equações 


í bx — ay - 0 


j bx + ay = 0 


| z = 0 


[ z = 0 


se k > 0 , a interseção é uma hipérbole contida no plano z = k, com segmento focal 
paralelo a Oy. 

se k < 0, a interseção é uma hipérbole contida no plano z = k, com segmento focal 
paralelo a Ox. 


3. A interseção de S com um plano y= k é dada por 



( y = k 

que é uma parábola com concavidade “para baixo”. 
Em particular, se k = 0. (plano Oxz) temos 



y = 0 
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A interseção de S com um plano x = k fornece parábolas de concavidade “para cima”. 
Verifique isso. 

Eis um esboço: 



Por isso S também é chamada se la (de cavalo). 

Observação 

As equações 



também representam selas. Verifique isso fazendo rotações convenientes. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Mostre qne se dois dos números a, b, c são iguais, o elipsóide (26) é uma superfície de rota- 
ção. Especifique o eixo de rotação em cada caso. 

2. Mostre que se a - b, o hiperbolóide de uma folha (27) é uma superfície de rotação. Qual é o 
eixo de rotação? 
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3. Idem, para o hiperbolóide de duas folhas (28b ). 


4. Idem, para o parabolóide elíptico (29). 


5 . A equação (30) de um parabolóide hiperbólico S pode ser escrita na forma 


z 


a b a b 


a) Mostre que dado c ¥= 0, a reta 




z 


c 


está contida em S. Também, dado d ¥= 0, a reta 



z 

1 


r d = 1 



está contida em S. 


b) Prove que por cada ponto P de S de cota z # 0 passa uma única reta da forma r c ,e uma 
única reta da forma r^. (No caso z = 0, já vimos o que acontece; veja a Propriedade 2 
para k = 0.) 

Observação 


Veja que a sela. isto é, o parabolóide hiperbólico, apesar de "torto”, e tormado por 
retas. Uma superfície assim é chamada regrada. 
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6. Mostre que o hiperbolóide de uma folha (27) também é uma superfície regrada, colocando a 
equação na forma 


(— +— ) (---} = (1 +-^> (I - 
a c a c b b 


Mostre que a superfície de equação z = xy é um parabolóide hiperbólico, efetuando uma mu- 

-* — ► 

-+-+-+ _ 1 . ei + e2 

dança de coordenadas de (0, e, , e 2 , e 3 )para(0’, f , , f 2 , f 3 ), sendo 0’ = 0, f, = , , 

- - V2 

-*■ e 2 ®1 -*■ -* 
f 2 = — — , f 3 = e 3 . Faça uma figura. 

V2 


8. Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano ff : x = 2 e do 
ponto P = (—2, 0, 0). Reconheça esse lugar geométrico. 

9. Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos de E 3 que equidistam das retas 
r: X = (0, 0, 0) + X (1, 0, 0) e s: X = (0, 1, 0) + X (0, 0, 1). Descreva o lugar geométrico. 

10. Usando os métodos deste parágrafo, descreva a superfície de equação (z — 2) 2 = x 2 + y 2 . Fa- 
ça um esboço. 

Atenção Esta quádrica não é elipsóide nem parabolóide nem hiperbolóide. 

1 1 Obtenha equações das superfícies esféricas de raio V^ÍT, tangentes ao parabolóide elíptico 
z = x 2 +3y 2 no ponto T = (1 , 1, 4). 

Atenção Para resolver este exercício você vai precisar do conceito de gradiente, dado no cur- 
so de Cálculo Diferencial. 




CAPÍTULO 2 ADIÇÃO DE VETORES (pág. 10) 
2 . 



4. a) ÃD b) 0 c) ÃC d) BG + BG 

e) ÃF 0 BF g) ÃD h) ÃD 
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CAPITULO 3 MULTIPLICAÇÃO DE NÚMERO REAL POR VETOR (pág. 15) 


, - 3-5- 

6. x = u — - v 

5 4 


-5-2- 

x = — U + V ’ 

7 7 


- 1 - 1 - 

y = — u v 

7 7 


CAPITULO 4 SOMA DE PONTO COM VETOR (pág. 22) 


— ► m — *• 1 — ► 

1. CX = CB + CA 

1 + m 1 + m 


2. Para CX, ver a resposta do Exercício 1 . 


AY = CB - CA 

n + 1 


BZ = — — CA - CB 

1 +p 


4. c) CX = 


aCA+bCB 


X=C+ CX 


— a CA b CB 

CY - (a * b) 

a b 


Y = C + CY 


onde a - IICBll e b = IICAll 


5 CX 


j \i CA +(tg B) CB (se Â e B não são retos); se A é reto, CX = CA ; 
\ + ig B , se B é reto.ÕC = CB 


13. OX = (I miOB + mOC 


AX = — OA + ( 1 mlOB + mOC 
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14. ÕX=-j(OA + ÕB + ÕC) 

15. x = 4MN 

1 - -> -* 

17. G =0 +^"( a + b + c) 

21. X = A + ~-ÃB+-^-ÃC 

22 . « = - 1 

CAPITULO 6 BASE (pág.45) 

1. a) (3,0,6) b) (—3, —3, -3) c)(8,4,-3) 

2. Não. 

-r -► -► -+ 

3. t = u + 2v + w 

4. Não. 

5. u não é combinação linear de v e w qualquer que seja m real. Para m = 0 e para m = 3 temos 
(u, v, w) LD. 

6. a) L I b) L 1 c) LI d) L D 

e) L I t) LD g) L D h) L I 

7. Não. 

8. a) ± 1 b) 0; 1 c) Não existe d) 0; 2 

1 1 

10. b) (- l,y,y) 

11. a) vT b) vT c) 5 d) VTT 
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CAPITULO " MUDANÇA DE BASE (pág. 47) 


-3 

1 

1 


b) 

1 

3 

4 

1 

- 2 

2 



0 

0 

-3 

1 

1 

0 



- 1 

0 

0 





-*• 

-► 

— ► 

— ► 


v = 12 e! — 8 e 2 - 3 e 3 ; v = - 5 ej + 3 e 2 + 4 e 3 


3. w 


t 1 T 

= — f, + f 2 - — L 

1 4. I A 


14 


4. 


De F para E: M = 


Vr 

i 

0 


[ vr 

1 

2 

2 


~ 2 




De E para F : M 1 = 

1 

vT 

0 

0 

1 

— 0 

2 

1 

^7 






0 


0 1 

0 

- T 

2 







1 

1 

1 


0 

0 

1 " 

De E para G : N = 

1 

1 

0 

De G para E: N 1 = 

0 

1 

- 1 


1 

0 

0 


1 

- 1 

0 



vT+i vT+i vT 


De F para G 

2 2 2 

De G para F: 

P= MN = 

1 0 0 

P" 1 = N~ 1 M“ 1 -= 


v7i vT-i -i 



2 2 2 



0 


1 

~ 

VT-i 


i 

- 1 

o 


o 

vT 

2 

— n/3+1 


2 


2 
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CAPÍTULO 8 ÂNGULO ENTRE VETORES. PRODUTO ESCALAR (pág. 57) 


n 

1. a) — 

b >T 

V 1 

c) arc cos — 

d) 

TT 

J 

5* 

el — 
4 

2. a) - 9 

b) -2 

c) ± 

d) 

não existe 


4. (3, -3,-3) ou (-3,3,3); ângulo agudo: (3,-3, -3). 

5. (1, -1, -1) 



9. 52 


10. -3/2 

11. - 13/4 

1 2. are cos — — 

\ r 26 

J_ 3 _ VT J_ 3 _ VT 

g 4 ’ 4 ’ 4 4 ' 4 ' 4 

6 5 

14. a) — (3. I.ll b) — (-2.1.2) e) (0.0,0) 
II 9 
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-* 3 9 -*■ 33 1 1 

15 ‘ Wl =(0 ' w lõ 1 

1 3 ^ 1 -3 N 

- . 2), W 2 = (— — 1) 

■ «. =7 0.2,2) t 2 =-j(2,-2,l) e 3 =-j(2,l,-2) 


30. x = + Aa +;ub 

II v II 


V = u — 


^ + X?+jub 

y v ii* 


U e b ortogonais a v) 


32. c), d), e) 


V? 1 

7 " 7 0 

- vT 
- — — o 

0 J 1 


b) “ = (0,-1, 1) E . v = (0,1. 1) E , w = (—1,0, 0^ , »u 1= >/T=lv*l 


1 

) 


V7 

0 


0 

0 1 

1 



3 

-1 

_J n 


_VT 
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e) HB = (-1, 1, 1) E = ( 0 ,V^ 1 ) F 

CAPÍTULO 9 ORIENTAÇÃO DE V 3 (pág. 83) 

1. Mesma orientação : a) e b). Orientação oposta: c). 

2. Mesma orientação: a) e b). Orientação oposta, c). 

6 . a) F 6 A b) F £ B 

7. a P 7 > 0 

CAPITULO 10 PRODUTO VETORIAL (pág. 96) 

1. a) ( — 10, 2,-14) e (10,2,14) 

b) (10,2,14) .e (-10, -2, -14) 

c) (-13, -3,4) e (13, 3, -4) 


d) ( 0 , 0 , 0 ) 


e (0, 0, 0) 
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2. (I. 5.41 


5 '/óT 1 


VT 


,(2, I. 1) 


- _ ,JL _L_ i ' 

a " ( VT ' VI • v/3 


b = -4-0, 0,-1), 

vT 


_J 2_ 

n/IT VT 




' x = (1.1.1) = i+ j+ k 


; x = d 

1 1 x = - ! 1 11 


II AB - AC 

22. — 

II AB I 


AB DC 

23. d = I AD • — — — 

i! AB IX 
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CAPITULO 11 DUPLO PRODUTO VETORIAL (páe. 99» 


10 13 19 

1. (1.-2. D e (- — , . - —) 


u av m || u II* - u v • w 

8. x = — zr~ 7 + — ~ ~ ; " u 

II u II' (u • w) II u |l : 


9. x =(1.1,11 


10. x — ■ 


^ U ~ V 111 

11. X =— + 

II U II 2 li u II 2 


13. x - - — + X v 

II v li 2 


■ + ( 1 - X) v 


13. x = 


(u ~ v) A(nu-m v) 


+ X ( u -a v ) 


p — t • w 

14. É a resposta do exercício 13, comX= — — — — 1 e 

U A V ■ W 


(uav)a(hu - m v) 
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CAPÍTULO 12 PRODUTO MISTO (pág. 106) 


3- 2/3 
6 . -6 


12 É a fórmula do exercício 1 1 . 


b) x = 2e! + e 2 + e 3 


15. 2 \ZV6 - 2 



J RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


PARTE 2 


í 


L 


CAPITULO 13 SISTEMA DE COORDENADAS (pág. 119) 


1. a) Lados: PQ. QS.SR, PR; diagonais: PS. QR. 
b) Sim: as diagonais sâo AB e CD 


p = 

(a.b.c)eOx 

O 


1 ' P = «3. 0. 0) ) 

p = 

(a. b. c) e Oy 


a = t = 0 

P = (0. b. 0) ) 

p = 

(a, b. c) e Oz 

<=> 

a = b = 0 

P =(0. 0. c) ) 

p = 

(a, b. c) eoxy 

O 

c = 0 

P = (a. b. 0) ) 

p = 

(a, b, c) eOxz 

o 

b = 0 

(-■- P =(a. 0. c) ) 

p = 

(a.b.c) eOyz 


a = 0 

(■'■ P = (0. b.c) ) 


3. P, = (a. b. 0), P 2 = (a, 0, c), P 3 = (0. b.c). P 4 =(a.0. 0), P 5 = (0,b 0);P 6 =(0 0 c>. 

4. a) A = (0,0,0) B = ( 1 , 0, 0) C = (0,1,0) D = (—1 ,1.0) E=(-I.0.1) 

F = (0. 0, 1) G =(-l, 1,1) H =(— 2. 1, 1) 
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b) A = (2, -1, — 1) B = (3, —1, — 1) C = (2, 0, — 1) D = (1 , 0, — 1 ) 
E = ( 1 , — 1 , 0) F = (2, —1, 0) G= (1, 0, 0) H = (0, 0, 0) 


Observe que para obter as respostas do item b), basta somar a cada ponto do item a) 
o vetor (2, —1, —1); por quê? 


t) 


A = (1, 2, —1/2) B = (1,4, -1/2) C = (1 , 2, 0) 

E = (0,0, -1/2) F = (0,2, -1/2) G = (0,0,0) 


D = (1,0, 0) 

H = (0, -2, 0) 


d) A =(0.0,0) B = (0,0,1) 

E=(0, 1,-1) F =(0,1,0) 


C=(1,0,0) D =(1,0, — 1) 
G= (1 , 1, — 1) H = ( 1 , 1 , —2) 


CAPITULO 14 ESTUDO DA RETA (pág. 136) 


1 a) X = (4, -7,-6) + X (1, -1,-1); X <F iR 


f x = 4 - X 


•i y = -7 + X (XeiR); 


x — 4 _ y+7 _ z + 6 
-1 ~ 1 ” 1 


z = —6 + X 


D não pertence à reta. 


b) 


basta verificar que A não pertence à reta que passa por B e C, ou verificar que (AB , AC ) 
é LI. 


x = - 1 + 5 X 

o | y = 4 — 1 1 X (X e IR) 

z = -2 - 4 X 


j x = 1 - X 

2. intenta j > = X (X 6 IR) 
I z = 1 

í x = 1 + X 


externa :•< 


y = X 
z = 1 


(X6R) 
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3. Ox: 


x = X 

y = o 

z = o 


Oz: 


x = 0 
y = 0 
z = X 


, (X e ir) 


(X G IR) 



(xeiR) 


4. P = (3/4. 7 4. 15/4) ou P = (3/2, 5/2, 15/2) 


x = 2 + X 

y = X (XeiR) 
z = -3 - X 

x = 2 -2 X 

c) • y = X (XeiR) 

z = -3 - X 


X = 2 - 15 X 

a) - v = 4 X (X € IR); 

z = -3 + 18 X 


b) 


6. a) 


x - 2 y z + 3 
-15 _ 4 ~ 18 


b) x - 2 


z + 3 


c) 


x - 2 
-2 


z +3 


7. a) 


b) r =£ s 


c) r = s 


8. (1,1,0); d (A, r) = porque um só ponto de r dista VT de A. 

9. (2, 0, 4) e (0, 2, 4); d (A, r) <VTÍ, pois existem dois pontos de r que distam n/TÍ de A. 


10 . ( 1 , 0 , 0 ) 


11 . 


x = 3 + 2 X 

y = 3 + X 

z = 3 + X 
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1 2. Trajetórias ooncorcentes. Não há colisão. Releia a Observação 6. 

13. 1 1 mo existe C b) não existe C 

r ■ aio existe C d) (2, — 1 , 1 ) ou (4, — 3 , 1 ) 


CAPÍTULO 15 ESTUDO DO PLANO 

§1 Equação Vetorial e Equações Paramétricas de um Plano (pág. 139) 

1 . Equações vetoriais: 

a) X = (1, 1,0) + X (0, 2, 1) + aí (2, 1,0) 

b) X = (1,0, 1) + X (1 , — 1 , 2) + //( LM) 

c) X = (1, -1,0) + X (—1 ,—2,1) + m (0, 1, 1) 

d) os três pontos são colineares; não está determinado o plano tr. 


2. a) sim b) sim c) não d) sim 

3. v = (11, 7, 4) + (-10, -5,0) 


4. X = (4,5,2) + X(2,3, 1) 



í X = X 

1 

f x = X 

O 

(1 

X 

f 

:>\y.] y = H 

Oxz: j 

O 

II 

X 

O 

x 

N 

'C 

II 

>* 


N 

11 

O 

1 

[z. = M 

U = n 


6. X = >: .0.0) + X(l. 1,0) + m (0, 0, 1) 

x = «c. : 0) + x (i , —1,0) + n (o, o, 1) 

X = <0.0. 0 ) + X (0, 1, 1) + A< (1,0,0) 

X = (0.0.0. * X(0, 1, -1) + At (1,0,0) 
X = (0,0.0» - X(1,0, 1) + Aí (o, 1,0) 

X - (0,0,0) ♦ X(1.0, -1) + Aí(0, 1,0) 
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7 . 


x = 1 + A + 2 u 
y = 1+2A+/J 
,z = 2 - A 


, CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO 


§2. Equação Geral (pág. 146) 



x = 2 

x = A 

x = X 

2. a) ■ 

2" 

ii 

>s 

y = -i c) ■ 

y = p d) 


. Z = U 

. z = M 

z = -4 


x = A 

x = A 

x = A 

e) - 

y = H 0 - 

y = m g) - 

y " M 


z = A 

. z = -2 + ]X 

z = 1 — A - /a 

3. Oxy 

z = 0 Oyz: x 

= 0 Oxz: y = 

0 


bissetores: x-y = 0, x + y = 0, x-z=0, x + z = 0, y-z=0, y+z=0 


4. a) nao b) sim 


5. a) x - 2y + 4z + 1 = 0 b) 3x — y — 2z — 1 = 0 

c) 3x — y + z - 4 = 0 d) os pontos são colineares 


6. x — y — 1 = 0 


7. 8x-4y - 7+ 4= 0 


8. 2x - y - 3z + 7 = 0 


9. y - 2 = 0 
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10. a)tr,:x+y+z — 1=0, tt 2 :x ~y~ z = 0- x + 2y-z ■ 2-0 blíl Z.2 3, — 1/6) 
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1 1 . a) sim b t alo c) nffo 

12 - Sai — -y ♦ z + 39 = 0 

*i P= (— 2, 2, — 7), n: — 17x + 7y + 6z — 6 = 0 
r > P= (-2, 6, -6), n: -4x + y + 3z+4 = 0 


CAPÍTULO 15 ESTUDO DO PLANO 


§3. Vetor Normal a um Plano (pág. 160) 


1. a) (1,0,0) b) (1,2,1) c) (1 , —2, 4) 

2. x-y + 2z-4 = 0 

3. x - 2z = 0 

4. x + 2y - z = 0 

5. v = (-3,0, -5) + (0,4,0) 

6. X = (1,2,3) + X(2, 1,-1) 


7. 


x = 3X 

• y = -2 


( z = 3 + 2X 


8 . 


x = X 

■ y = x 

z = 0 


5x + 4y — z — 10 = 0 é uma equação geral do plano. 



CAPÍTULO 15 ESTUDO DO PLANO 
§4. Feixe de Planos (pág. 166) 

1. x + z— 2 = 0 4. 2y+z = 0 5. Não existe 
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CAPfTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
§1. Reta e Reta (pág. 170) 

1. a) paralelas distintas 

b) concorrentes em P = ( 1 , — 1 , 0) 

c) reversas 

d) r = s 

e) concorrentes em P = (— 2,6, — 6) 

f) concorrentes em P = (— 2,2, — 7) 

g) reversas 

h) reversas 

2. a) m = 1 b) m = 1 c) m qualquer 

d) não existem e) qualquer mG R tal que m ¥= 0 e m ¥= 1 

3. a) 3x - 4y — 10z + 3 = 0 b)x — z— 1 = 0 

e) — 4x + y+3z+4=0 f) — 17x + 7y + 6z — 6 = 0 

4. c) 4x — 2y — z + 3 = 0 g) 7x — 1 ly + 3z + 7 = 0 

h) 5x — 4y + z + 22 = 0 

5. m = 2/3, concorrentes no ponto P = (-9, -5, -13) 

6. /3 = 2, Q qualquer; (a + 1) x — 3y + (5 — a) z + (2a - 1) = 0 

CAPITULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
§2. Reta e Plano (pág. 175) 

1. a) r furarr no ponto P = (1,0.— 1) 

b) r // tr 

c) r Cir 

d) r //ff 

e) r fura n no ponto P= ( — 1/9, —4 9. — 1 9) 

f) r II rr 

2. m = 2 

3. m = 1, n = 7 

4. Qualquer m^O é solução 

5. 1) P = (11/17, 13/17, 15/17) 

3)P = (5, -3, 4) 
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CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
§3. Plano e Ftao (Pág. 181) 

1. a) X; = » 2 b) x, // 7 t 2 , 7Tj ¥= it 2 c) nq rfi 7 t 2 

2. a» 3 «para m =—5/2, tem-se Xi =tr 2 ) b) m = —5/2 

-i • Se (í, "v, T) é LI ou (u, v, w) é LI, então n l rTi x 2 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► _ __ 

• Se (u,v,t) é LD, (u,v,w) é LD e A 6 7 t 2 então x, = tt 2 

— ^ ^ ^ — ► — ► — ► 

• Se (u, v, t) é LD, (u,v,w) é LD e Aí tr 2 , então n t O n 2 = <fi 


CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 

§4. Miscelânea de Exercícios (pág. 186) 

1) a) X = (1, 1,1) + X (-1,1,1) 

b) Impossível (r é paralela ao plano (P, s)). 

c) P € r; logo, existem infinitas soluções, a saber, todas as retas que passam por P e por 
um ponto de s. 

d) Impossível (s é paralela ao plano (P, r)) 

e) X = (1 , 0, 3) + X (6, —2, 7). Observe que as retas r e s são concorrentes. 


2. a) Impossível, pois MN é gerado por r e s (diretores de r e s) e portanto os planos 
7i i e 7T 2 são paralelos. 

b) X = (0,2/5, -1/5) + X (1,0,1) 

c) X =(6, 10,0) + X (3, 2,-1). Observe que r e s são concorrentes. 


3. a) X = (1,1,0) + X (1, —3, — 1) 

b) Qualquer reta que passa por P e é concorrente com r é solução, pois o plano (P, r) 
é paralelo a n. 

c) Não existe; r é paralela a tt mas o plano (P, r) não é paralelo a n. 

- X = (1,1,0) + X (—2, — 1, 1) 

5 X = (1,0,2) + X (0, — 1 , 2) 
ó. x - 2y + 1 =0 

7. X T y + z - 8 = 0 

8. Dus soluções: hj : X = (1, 1, 3) + X (1 , 3, —4) 

h 2 : X = (—4, —3, 1) + X (4, 1,-5) 

9. Sim, pois r x. Não. pois Ox fü n. 

10. Volume: 1,6. 

11. Volume: 1259. 

12. Não existe o tetraedro, pois s // n. 

13. B = (15/22, 20/22, 25/22) C = (7/22, 2/22, -3/22) 

14. a) área >/3/2 b) 3 A, pois s // tt c)ÍA, pois s C tt 
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1 5. A projeção de P é P* = (- 1 , —4, -2). 

16. Sim, infinitas, pois o plano (P, r) é paralelo a x 

17. A = (1,1, — 1), volume = 65/3. 

18. a) t : X = (10, 1 , 1) + A (9, 2, 10) ou t : X = (1, — 1 , —9) + A( I . — 2. 10 1 . : e s são con- 

correntes e P pertence ao plano por elas determinado. 

b) 3 t; r e s são reversas, r é transversal ao plano (P, s) e s é transversal ao plane <P. r). 
Logo, existe uma única reta que passa por P e concorre com r e s; essa reta não satisfaz 
à condição do exercício. 

19. a) l.g.: 2x + 2y - 2z - 1 = 0. Trata-se de um plano paralelo às retas r e s (que são 

reversas), situado “a meio caminho entre elas”. 

b) l.g.:X = (1/2, —1,0) + a (1,2, 3). Trata-se de uma reta paralela às retas r e s (que 
são paralelas e distintas), coplanar com r e s, situada “a meio caminho entre elas”. 

c) l.g.: x - 3y + z — 1 = 0. Trata-se do plano determinado por r e s (que são concor- 
rentes). Compare com o Exercício 19(a). 

x = 1 

20. a) l.g.: y = —1/4 (o l.g. só contém um ponto) 

z = 1/4 

b) O l.g. é </>; o vetor AB não é paralelo ao plano das retas paralelas r e s (se fosse, a 
resposta seria a mesma do Exercício 19b, salvo se AB = A (1, 2, 3); por qué?). 

c) l.g.: X = (0, 0, 1) + a (4, 1, —1). Trata-se de uma reta que passa pelo ponto comum 
a r e s (P = 0, 0, 1)) e está contida no plano determinado por r e s (o vetor AB é 
paralelo a esse plano). Compare com o Exercício I9c. 

21. a) O l.g. é E 3 . Uma “equação” para E 3 é, por exemplo, 0x + 0y + 0z = 0. 

b) l.g.: x - y + 3z - 1/2 = 0. Trata-se de um plano paralelo a e a Tr 2 (que são 
paralelos!), situado “a meio caminho entre eles”. 

22. a) l.g.: 3x - 7y + 7z - 10 = 0 

b) 1 .g. : x — y + 3z — 1/2 = 0. É o mesmo plano do Exercício 2 lb. Por quê? 


23. a) l.g.: x - 2y - z = 0. É um plano paralelo a tr, a “meio caminho entre n e r” 
(note que r // rr). 
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b) O l.g. é E 3 . 

c) l.g. x — 2y-z = 0 (é o plano rr; note que rC ir). 

24. ii i.g.: X = (—1/3, 1/3, —1) + X (2, —1, 4). É uma reta paralela a r, interseção do 

l.g. do Exercício 23a com o plano que contém r eé paralelo a AB . 

b) l.g.: X = (0, 0, 0) + X (4, 1, 1). É uma reta que passa pelo ponto onde r fura n. 
Observe que os segmentos que se apoiam em r e rr e são paralelos a AB são os 
mesmos segmentos que são paralelos a AB e se apoiam em r e s, sendo s a reta inter- 
seção do plano tt com o plano que contém re é paralelo a AB (UFA!). Compare 
com o Exercício 20c. 

c) l.g.: X = (0, 0, 0) + X(1,0, l);éa própria reta r. Não estranhe: como rC n e AB 
não é paralelo a rr, um segmento apoiado em r e rr só será paralelo a AB sè suas 
extremidades coincidirem! 

25. X = (11/5, 19/5, -1/5) + X (2, 1,0) e 
X = (-1/5, 31/5, 11/5) + m( 2,1,0) 

26. A = (1,1,1), B = (2,2,2), C = (3, 3, 3), 
h : X = (0,0,0) + X(l, 1, 1) 

27. Duas soluções: 

i) ír: 2x-y + z- 1 = 0, vértices: A = (1/2,0, 0), 

B = (0, —1,0), C = (0,0,1), D = (0,0,0) 

ii) 7r: -x + 2y + z — 1 = 0, vértices: A = (-1,0,0), 

B = (0, 1/2,0), C= (0,0,1). 

22 Duas soluções: 

ii t óx + 3y + 2z + 3 = 0 
dl t óx + 3y + 2z — 3 = 0 

CAPÍTULO 1* PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 
§1. Reta e Reta (pág. 196) 

1 . a) perpendiculares b) não são ortogonais 

c) perpendiculares d) perpendiculares 

e) não são ortogonais 
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2. a) x = 2 -41X b) 

- y = 6 - 52X 
z = 1 + 31X 

, _x.-2_ = JL = _ Z . 

1 1-2 

? 1 1 20 

4. X = (--J- T , + X(4, 5, — 1) 



CAPfnJLO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 

§2. Reta e Plano (pág. 201) 

1. a) não b) sim 

2. a) x = 1 - X 

■ y = -i 

z = X 

3. a)x — y+z+2 = 0 

b) x + y + z - 1 = 0 

c) x-y + z = 0 

4. a) (3, 2, 4) bMl.— 1,2) 

1 7 "'9 

5. a) (2, -1.-2) b) II’ IP TI ' 

, J1 -7 

CM 19 ’ 19’ 19 ’ 


c) sim d) não e) sim 

b) x = 1 + 2X 
■ y = 3 — X 
z = 7 + X 


6. a) ( 


58 56 

25’ 25 


1 ) 


b) X =(-y, -y,0) + X(8, 10.11 

c) (y.y, 0) 
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7. < \ - : - \ 

z = -3 + 5X 


v — z — 1 =0 


•s-M' 

'»r^- 


y[2 y/~2 . — f— V^2 \fl 2 

11. (— y-, 1,— 2 ~), (Ví 2, V2), ( ~ y ~ , 3,—); volume — 

CAPITULO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 
Plano e Plano (pág. 205) 


1 3>nao 


b) sim 


2 x - 2y — z = 0 


3 x+y — z— 1=0 


4. (1,1,0), (1, 3, n/2), (2,2,V2), (0,2,0) (2,2,0) 
(1,1, V2) (1,3,0) (0,2,V2) 




CAPITULO 18 ÂNGULOS (pág. 207) 


b) y 


bl arcsen 


— ai arcsen 


3 sfl 


c) arc sen 
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3. a) arc cos — b) arc cos — — 
V 66 s/I 


C> — 


4. São quairo retas: 

X =(5/2, 2, -3/2) + Mi. 1.1). X = (-3. -5/3, 4) + X ( I . I . — 1 » 
X = (2/3, 2, 1/3) + X(-l. 1. 1 ) e X = ( 1 /7. 3/7, 6/7) + X ( 1 , - 1 . 1 ) 

5. São quatro retas 


X=(0. 1 I) + M-l. I. 1). 
X=(0.2. 1 ) + X ( 3, 1. I), 


X = (0, 2, 1 ) + X (-7. 1.1) 
X = (0. 2. 1) + X(3. 1.1) 


, x — 1 „ z — 3 

6.~ — v + 2 = ~T~ (sao quatro retas) 


± v'2 


7. X = (l. 1. I) + X(0. 1. 1). 


X = (I. I. I) + X (-4, 1, 1) 


8. (-2 + VI . I, 1 -VI ). (-2 - n/X 1. I +V3 

VT 

9. arc sen — r — 


10. 2x — 3y + z - 5 = 0 


ou 3x - \ - 2/ - 4 = 0 


1 1. x + y - 3z - 1 =0 


ou \ \ - 3z + 3 = 0 


13. 6x + 3y + 2z - 3 = 0 


14. B = (1.0. 0). C = (1. 1. 1). D = (1.0. 1). 


CAPITULO 19 DISTÂNCIAS (pág. 231) 

1. a) x/I b) VT73 

2. a) VT b) V 34/7 


c) V270/29 


d) 3 vToTT 
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c) 94/13 


i» 13/2 


2\fi 


7. (2,0,2), (0,2, -2) 


8. Não existe solução, pois r é paralela ao plano mediador de AB. 

- *Mi,-i,-i) b )(T>T’T } C)( T’ 1 ’T ) 


->r 7 _i —13 g -7 

io c) (i,i,i) 


il. (2.0,2) e (0, 2, -2) 


12. (1,0,0) e 


13. X = (-1.3. -3) + X(1,0, 2) 

x =«- 1 + Ml, 0 , 2 ) 




1 5. O 1 x :• reunião das retas 


y = -- - \ - 


x + z = 2 

y = -2 - y/T 


16. O l.g. e a reuiuao dos dois planos 


7T, :y = z 


7r 2 : 2x - y - z = 2 
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17. 0 l.g. é a reta 

, P ' " 

1 16x + 6y + 6z = 41 


18. (-3, 5, -8) 


19. (3,1,2) 


20. x + z — 2 = 0 


(9, -7, 16) 


(- 1 ,- 1 , - 2 ) 


21 . 


v^3 


22. y - I = 0. 


6x - 2y - 3z - 7 = 0 


24. z = 1 ou x + y + 2z — 4 = 0 


25. X = (1,0, 3) + X (1, 1.0); X = (4, 0, -3) + X(7,4. 0) 


26. O l.g. é a reunião das quatro retas 


r> : 


( > + 1 = 0 
2z = 1 


y + 1 =0 
2.x + 2v = 1 


ti : 


x - z = 1 
2z = 1 


Ti : 


X - z = 1 
2x + 2y = 1 


27. 4/3 


28. Trata-se de um par de planos, de equações gerais 4x + 3y — 2z = 0 e 
que se interceptam na reta 7r, n tt ; . 

29. 2x — y + 2z - 15 = 0 e 2x - y + 2z - 3 = 0 

30. Volume = 2 >/ y/t - 2 


5y — 6z + 12 = 0. 
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31. 7x + 19y - 10z + 5 = 0 e 17x - y + 

32. 3x + 3y + 1 =0 

33 x - 3y — 6z = 0 

34 São quatro respostas: 

X = (-2,2,1) + \ (1,-1, 0), X = (0, 0, - 

X = (0,0, VÍ7) + X (-1,1,4), X = (0,0, 

I d! - d 2 | 

35. — = =-. Pensou que fosse | dj - d 2 | , 

Va 2 + b 2 + c 


36. 6x + 3y + 2z — 3 - 0 

CAPITULO 20 MUDANÇA DE COORDENADAS 
§ 1 Mudanças de Coordenadas em E 3 (pág. 237) 


1. r: 


r: 


u = -1 
v = X 
w = X 


£2 

u = -1 

V = 1 

w = — 1 + X 




3 2_-v-w + 2 = 0 
1 - v + 2 = 0 

CAJTIULO 20 MUDANÇAS DE COORDENADAS 
§2. Muda» de Coordenadas em E 2 (pág. 242) 

1. 6 = ir/3 + Inx. n inteiro 

2. O' =(-1,1) 

*•1 


10z - 5 = 0 

-1) + X ( 1 , — 1 , 0) 
-Vl7) + X(— 1, 1,4) 

hein?! 
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V~5 

3. 6 = arc sen ( ^ — ) + 2n rr, n inteiro 


CAPÍTULO 20 MUDANÇA DE COORDENADAS 

§3. Aplicação das Translações e Rotações de E 2 ao estudo da Equação 
Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (pág. 256) 


3. a) 

4u 2 + v 2 - 16 = 

0 

i) 

t 2 + 2w 2 -6 = 0 

b) 

4u 2 - 3v 2 - 7 = 

0 

J) 

1 3t 2 -4w 2 - 81 =0 

c) 

4u 2 - 5v 2 + 100 

= 0 

0 

2t 2 - 3w 2 - 24 = 0 

d) 

v 2 — 4u = 0 


m) 

1 1 1 2 + 6w 2 - 66 = 0 

e) 

u 2 - 5v = 0 


n) 

2t 2 - llw 2 -22 = 0 

0 

u 2 + 2v 2 - 7 = 0 


o) 

4t 2 - w 2 = 0 

g) 

w 2 - 4t = 0 


P) 

t 2 -1=0 

h) 

t 2 + 2w 2 - 2 = 0 


qi 

w 2 = 8t 


CAPITULO 21. CÔNICAS 

§1 . Elipse. Hipérbole, Parábola (Forma Reduzida) (pág. 268) 


1. a) 


1 69 


144 


= 1 


d) 


= 1 


b) 


c) 


253 


289 


400 


16 


= 1 


c) 


25 


16 


= 1 


0 


16 


= 1 


369 



370 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 



4 |í 2), (±2,-2), 16 

5. a) 4x 2 + 3y 2 + 24x - 24y + 36 = 0 

b) 8x 2 - 2xy + 8y 2 - 63 = 0 

c) 35x 2 - 2xy + 35y 2 - 34x - 34y - 289 = 0 


Os 

fu 

/•" S 

1+ 

Ní 

O 

(±13,0), 13/12, 12y = 

± 5x 

b) (± 5,0) 

(±y/4Í, 0), 

V4T/5, 

II 

1+ 

X 

c i í 0 . ± 4) . 

(0, ± 4 s/l). 

"V~2, 

y = ± x 

d) (0.= :.. 

(0. ± y/l3 ), 

VT3/2 , 

3y = ± 2x 

e) (± 1.0). 

l±:.0). 2, 

X 

ç 

+1 

II 





1 
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c) Tó 


d) iõ 


ll 

5 


= 1 


e > 16 


x 

56 


o — - 

’ 16 * 


= 1 


8. a) 9x 2 — 1 6y* — 54x + 64y +161 - 0 

b) 3x : + 1 2xy + 8y 2 - 1 8x - 28y +11=0 


a) ( 4. Ql. 

(0,0), 

x + 4 = 0 

b) 1 -7. 0). 

(0,0), 

x — 7 = 0 

cl (0.-10), 

(0, 0), 

y = 10 

d)(~ , 0), 

(0, 0), 

5x + 3 = 0 

e) (0, 7/8), 

(0,0), 

8y + 7 = 0 

0 (0, ), 

(0,0), 

28y + 15 = 0 


10. a) y 2 = 32x 

b) x 2 = -8y 

c) y 2 = 20x 

d) x 2 = 2y 

e) y 2 = — 16x 

11. a) y 2 — 4x — 6y + 13 = 0 

b) x 2 — 6x - 8y + 1 =0 

c) x 2 - 4xy + 4y 2 + 52x + 26y + 9 I = 0 







R es postas dos ExrrrMm A i^ mi— 


g) w = ± 2t: 0 = arc tg — 



2 . 


u V 

a) hipérbole:—^— - — = 1: 

u 2 

b) elipse: — — + v 2 = 1 : 

4 

t 2 w 2 

c) hipérbole: - -^r = 1 : 

d) parábola: w 2 = 8t 

e) parábola: w 2 = 8t; 

, w 2 

f) hipérbole: t 2 — — — = 1; 

g) ponto (origem), 20u 2 + 5v 2 = 0. 


tg 0 = -2. cos 6 = 




d rd 

6 


!;íi = t 


(19 quadrante) 


te 9 = 2 


(19 quadrante) 


6 = — rd 


te 6 = 3. 


xg6 = -l 2 


COS d = 


cos 6 = 


1 


\ATõ 


10 


( 29 quadrante) 

; t 2 + 2w 2 + 1 = 0 


h) conjunto vazio; tg d = -3, 
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Geometria Andinaa: um tratamento vetorial 

3. a) reunião de duas retas concorrentes 

b) hiperbok 
ci poerto 
c > elipse 

e) reunião de duas retas paralelas 

f) parábola 

g) reta 

h) circunferência 

CAPITULO 22 SUPERFÍCIES 
§1. Superfície Esférica 

1.1 Equação reduzida e equação geral (pág. 292) 

1. a) (x- l) 2 +(y + l) 2 + (z+ 3) 2 = 4 

b) x 2 + y 2 + z 2 = 1 

c) (x - \/"2) 2 + (y - l) 2 + (z + 3) 2 = 2 

d) (x - 18) 2 + (y + 17) 2 + (z + l) 2 = 2 500 

e) x 2 + (y - l) 2 + z 2 = 16 

2. a) C = (2, -6,0), 

b) C = (2 -3,-1), 

c) não 

d) C = (1, —1,0), 

e) não 

f) não 

5* C = (1, 1.1), 

h) sãc 

i) não 

3. x 2 +y 2 +Z 2 = 1 


r = 5 
r = 4 

r =V r 2 

V2 
r = 2 


4. (x - l) 2 + (y - l) 2 + (z - 2) 2 = 1 
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Respostas dos Exercícios Propostos 


5. (x - 3) 2 + <y + 1 1 2 + (z + 4) 2 = 6 

6. x 2 + y 2 + z 2 = 1 

7. x 2 + y 2 + z 2 + 14x + 6y + 4z — 136 = 0 


x + 1 = y - 3 = z + 1 3 
5-i : 

9. 7 


13. a) (y-, 0. 0). y- 

b) (-6. 6. -6). 6>/3 

c) (0. 0. 0). VT5 

d) (-1. 3. -1), V"2Õ 


e)(y. 1.0), y 


15. A é exterior, B é interior. 


16. (x - 2) 2 + (y - 3) 2 + (z + 1 ) 2 = 289 


17. Extremidades do diâmetro: (0.0.0) e (-2.2.0). 


CAPITULO 22 SUPERFÍCIES 
§1. Superfície Esférica 
1 .2 Plano tangente (pág. 302) 

1. a) 4x — y+z+2 = 0 

b) x - \/~95 y + 2z + 95 = 0 

2. 2x + y- z — 4± \/~6 = 0 


3. x — 1 = 0 e 

4. x — y + 3z — 4 = 0 
7. 2x + y+ z + 4 = 0 


x — 2y — 2z — 3 = 0 


e 3x — y — z — 14 = 0 
e 2x + y + z— 8 = 0 
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Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


8. a) Não ex_He. pois a reta t é secante a S (d(C. t ) < r ), 

bi \ - y — z — 2 = 0 (há um só plano, pois t é tangente a S). 

- \- + y 2 + z 2 — 6x — 4y + 4z + 3 = 0 

10. (x — 2) 2 + (y - 2) 2 + (z- 2) 2 = 4 

1 1. (x + 2) 2 + y 2 + (z + 1 1 r = • (x + 2) 2 + y 2 + (z + 3) 2 = ~- 

12. (x- ./3/3) 2 + (y — VI 3 ) 2 + (z - — ) 2 = 

1 3. x 2 + y 2 + z 2 - 4z + 1 =0 

1 4. x 2 + y 2 + z 2 - 6x + 2y - 2z - 70 = 0 

15. x 2 + y 2 + z 2 + (3 ± VTT )x - 4y + 2z + 5 = 0 

16. (x + l) 2 + (y - 2) 2 + (z - l) 2 = 49 
1 3 ou 1 

18. a = 6 e T = (2, 2, 2), ou a = -6 e T = ( -2, -2, -2). 

19. r 2 (a 2 + b 2 + c 2 ) = d 2 

20. Máximo; 6; Mínimo: —6. 

21. x 2 + y 2 + z 2 - 1 2x - 6y + 8z + 36 = 0 

17 ^ 

22. x 2 + (y - 3) 2 + (z — 4) 2 = — — 

2 ' \ 2 + y 2 + z 2 + 6x + 6y + 6z + 9 = 0 

24 . = 1 . 2x + 6y - 3z - 1 1 = 0 

CAPriULO 22 SUPERFÍCIES 
§1. Superfície Esférica 

1 .3 Plano secante. Equações de uma circunferência (pág. 306) 

1. (-1, 2, 3) e 8 



Resposta dos Exercidos — 


2 . 


(x- I) 2 + <> -2? +(z- l) 2 = 36 


2x - z - I = 0 


3. 


(x - 2) 2 + y 2 + (z - 3) 2 = 2 
x + y - 2 = 0 


4. 1 


3x + 2y + 6z = 6 


( x 2 + y 2 + z 2 — 2x — 3y — z = 0 
5. 0 l.g. é a circunferência de equações 
(x -O 2 + (y — l) 2 +(z+ 2) 2 = 8 

- 

x - y - 2 = 0 

com centro P = (2, 0, -2) e raio \/~6 . 


6 . 


(x- l) 2 + (y + l) 2 +(z+ 2) 2 = 65 
18x -22y + 5z = 30 


7. x - 2y - z ± 3 = 0 


8 . ( 1 , 0 , 0 ), (-1 



( 0 , 0 , 1 ) 


e (0,1,0). 


9. Secantes. Centro ( \ > y , y ) e raio y 

m 9 9 

10. - T ou -- 

11. (x- |) 2 + (y — 5) 2 + (z + 5) 2 = -^- 

(x- y) 2 + (y-3) 2 + (z + 3) 2 =-| 

(X - 4 ) 2 + (y - 3 ) 2 + (z + 3) 2 = 




4 
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Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


(x - 4- ) 2 + <y - 1 > 2 + ( z + O 2 =^- 

1 2. (x - I r + (y + 2) 2 + (z + 2) 2 = 4 

• x-1) 2 +(y + 2) 2 +(z-4/3 ) 2 = 16/9 

15 x 2 + y 2 + z 2 - 2x — 2z - 18 = O, x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2z - 3 = O 

CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
§3. Superfície Cilíndrica (pág. 313) 

1. (Y-Z) 2 +CY-X-Z) 2 = Y-X 

2. (X - 2Z> 2 - (X - 2Z)(Y -Z) + 1 = O 
3 ( X — Z) ( Y — Z) = 2Z - X - Y 

4. Veia a resposta anterior. 

5. í|X-mZ, Y-nZ) =0 

6. (3X — 2Y + Z — 9) 2 - 14 (X 2 + Y 2 + Z 2 - 2X + 4Y - 4Z + 6) = 0 

CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
§4. Superfície Cônica (pág. 319 ) 

1 . X 2 + Y 2 - Z 2 =0 

: x 2 + Y 2 +x<z - í) = o 

3 XZ - Y 2 =0 

4. X 2 - ~Y : - 8Z 2 + 6XY = 0 

5. 2 (X+ 2Y - Z — 2i 2 -3 [(X — l) 2 + (Y — l) 2 +(Z-1) 2 ] = 0 

CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
§5. Superfície de Rotação (pág. 323) 

1. (X + Y + Z) 2 —2 (X 2 + Y 2 + Z 2 ) + 1 =0 



Respostas dos Exerciemm JVopuooi 


2. (X + Y + Z) 2 - 2(X 2 +Y 2 +Z 2 ) = 0 

3. a) 9ÍX 2 +Y 2 ) = (1 -3Z 2 ) 2 

b) X 2 + Y 2 + Z 2 = 1 

c) 4 (X 2 + Y 2 ) = (X 2 + Y 2 + (Z - 2) 2 y (a supetfíae é am totoi 

4. a) 3 (Y 2 + Z 2 ) + 3X = ] 

b) X 2 + Y 2 + Z 2 = 1 

c) 16 (Y 2 +Z 2 ) = [(X- l) 2 + Y 2 + Z 2 + 3] 2 


5. Z 2 +X 2 = (Y 2 — l) 2 



7. X 2 + Y 2 - Z 2 - Z = 0 

8. 4Y 2 = Z 2 (1 -X 2 ) 

CAPITULO 22 SUPERFÍCIES 

§6. Quádricas (Forma Reduzida) (pág. 329) 

Y 2 Z 2 

8. X = — - — — parabolóide elíptico; é uma superfície de rotação. 

O O 

X 2 z 2 

9. Y = — — — — parabolóide hiperbólico. 

10. É uma superfície cônica de vértice V = (0, 0, 2), 
que tem por diretriz a circunferência 

x 2 + y 2 — 4 

C: ‘ 

z = 0 

Veja o Exercício Resolvido n<? 3, do § 1 , Capítulo 18. 



382 Geometria Analítica um tratamento vetorial — 

1 1. x 2 + >' - r — 6x — 14y - 6z + 26 = 0, x 2 + y 2 + z 2 + 2x + 10y - 10z + 10 = 0. 

Se Toeè nio souber o que é gradiente de uma função, resolva o exercício com este dado 
axraoaa]: o vetor n = (2, 6, —1) é normal ao parabolóide dado no ponto T =(1, 1, 4). 
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